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C ^ ^ ' Résumé 

■ On considère un complexe de tores de longueur 2 défini sur un corps de nombres k. On 

' établit des résultats de dualité locale et globale pour l'hypercohomologie (étale ou galoisienne) 

^ , de ce complexe. On obtient notamment une suite de Poitou- Tate pour de tels complexes, géné- 

ralisant les suites de Poitou- Tate pour les modules galoisiens finis ou les tores. En particulier, 
00 I on démontre l'existence d'une telle suite pour les fe-groupes de type multiplicatifs. Les résultats 

généraux obtenus ici pour les complexes de tores ont par exemple des applications dans des ré- 
sultats récents concernant le défaut d'approximation forte dans les groupes linéaires connexes 
, et des théorèmes de dualité sur la cohomologie galoisienne (non-abélienne) de tels groupes. 

^ Abstract 

' We consider a complex of tori of length 2 defined over a number field k. We establish here 

, some local and global duality theorems for the (étale or Galois) hypercohomology of such a 

complex. We prove the existence of a Poitou- Tate exact séquence for such a complex, which 
generalizes the Poitou- Tate exact séquences for finite Galois modules and tori. In particular, 
we obtain a Poitou- Tate exact séquence for fc-groups of multiplicative type. The gênerai 
results proven here lie at the root of récent results about the defect of strong approximation in 
^ ' connected linear algebraic groups and about some arithmetic duality theorems for the (non- 

en 

^ : 1 Introduction 

O 

Q>^ ' Les théorèmes de dualité pour la cohomologie galoisienne des groupes algébriques commutatifs 

. sur les corps locaux et globaux constituent parmi les plus importants résultats en arithmétique. 

Un permier résultat bien connu est le théorème de dualité locale pour les modules galoisiens 
finis (voir par exemple |Mil06j . corollaire 1.2.3). 

On dispose aussi des résultats de Tate-Nakayama et Tate pour les tores et les variétés abéliennes 
sur des corps locaux, résultats généralisés par Harari et Szamuely (pour des variétés semi-abéliennes 
et plus généralement les 1-motifs sur un corps local) : si K est un corps local et M un 1-motif sur 
K, et M* le 1-motif dual, alors on dispose d'accouplements naturels, définis par le cup-produit 

W{K,M) X n^-'iK^M*) Q/Z 

(— 1 < i < 2) qui induisent des dualités parfaites entre ces deux groupes (après une complétion 
profinie pour i = — 1 ou 0) : voir |HS05) . théorème 2.3. 

Concernant les théorèmes de dualité globale, on dispose du théorème de Tate pour les modules 
galoisiens finis, à savoir : si F est un module galoisien fini sur un corps de nombres k, on dispose 
d'accouplements naturels non-dégénérés entre groupes finis 

m'iF) X m^-'iF*) Q/z 
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où F* est le dual de Cartier de F, et i = 1, 2 (voir |Mil06j . théorème 4.10. (a)). 

Un autre exemple de résultat de dualité globale est donné par le théorème de Cassels-Tate 
pour les variétés abéliennes, ainsi que par le théorème analogue pour les tores, souvent attribué à 
Kottwitz (voir par exemple l'appendice de |KS99| . où les preuves ne sont parfois pas complètes). 
Ces deux résultats ont été généraHsés par Harari et Szamuely, sous la forme suivante : si k est un 
corps de nombres et M est un 1-motif sur k, alors on dispose d'un accouplement canonique 

m* (M) X UÏ^-\M*) ^ Q/Z 

{i = 0, 1) qui est non-dégénéré modulo les sous-groupes divisibles. Les auteurs démontrent d'ailleurs 
différentes versions de ce résultat, en remplaçant parfois les groupes de Tate-Shafarevich par des 
variantes faisant intervenir des complétions profinies : voir |HS05) . théorème 4.8, corollaire 4.9, 
propositions 4.12 et 5.1. 

Enfin, on peut rassembler les théorèmes de dualité locale et globale dans une suite exacte dite 
de Poitou- Tate : voir |HS05| . théorème 5.6 pour les 1-motifs, et |Mil06| . théorème 4.10 pour les 
modules galoisiens finis. 

On citera enfin les résultats de Gonzales-Aviles (voir |GA08j l à propos des théorèmes de dualité 
sur les corps locaux et globaux de caractéristique positive. 

L'objectif de ce texte est de démontrer de nouveaux théorèmes de dualité, locale et globale, 
pour l'hypercohomologie des complexes de tores de longueur 2, qui généraHsent notamment les 
résultats pour les tores et les modules finis rappelés plus haut. On retrouve en particulier (par 
une méthode différente) certains des résultats de l'appendice de |KS99j . Ces résultats de dualité 
ont notamment des applications pour le calcul de la cohomologie galoisienne des groupes linéaires 
connexes : on citera par exemple les travaux de Borovoi (notamment |Bor98| et [Bor99] section 4) , 
ceux de Kottwitz et Shelstad (voir [KS99]), et les résultats de l'auteur dans [Dem09] . 

Rappelons quelques notations avant d'énoncer les résultats de ce texte. On utilise les notations 
usuelles suivantes : si A est un groupe topologique abélien, on note le groupe des morphismes 
de groupes continus A — > Q/Z. On munit ce groupe A^ de la topologie compacte-ouverte. On note 
A'^ le complété de A pour la topologie des sous-groupes ouverts d'indice fini, et Af^ := lim ^ AjnA. 

Si k est un corps, on note son groupe de Galois absolu. Si C est un complexe de modules 
galoisiens sur /c, et z S N, on note H*(fc,C) := H'(rfe,C(fc)) le z-ème groupe d'hypercohomologie 
galoisienne. Si k est un corps de nombres et l'ensemble des places de k, P^{k,C) désigne le 
produit restreint des groupes H*(fc, C) par rapport aux groupes H*(i^„, ^), où désigne l'anneau 
des entiers de On définit aussi 

m^fc, C) = m''(C) := Ker (ff (fc, C) -> P'(fc, C)) 

où ky désigne le complété de fc à la place v. On aura également besoin d'une version modifiée de 
ces groupes, à savoir : 

mX(C) ~ Ker (H^fc, C)^ -> P*(fc, C)a) 
On peut désormais résumer les résultats principaux de ce texte. 

Etant donné un complexe de tores C = [Ti ^ T2] (en degrés —1 et 0) sur un corps local 
K, les groupes H*(iîr, C) sont munis d'une topologie naturelle, et l'on dispose d'un accouplement 
canonique entre les groupes d'hypercohomologie 

U\K,C) X n^-\K,C) Q/Z 

qui induit une dualité parfaite après certaines complétions profinies (voir théorème 13. ip , où C 

désigne le complexe (concentré en degrés —1 et 0) de modules galoisiens [T2 Ti], Ti étant le 
module des caractères du tore Ti. 
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On obtient également le résultat de dualité globale suivant (voir théorèmes l5.7[ [5rT2jl5.14[ 15.231 
et proposition IS.lOp : 

Théorème. Soit k un corps de nombres et C = [Ti T2] un complexe de k-tores. Alors il existe 
un accouplement canonique 

m\c) X m^{C) -> Q/z 

qui est une dualité parfaite de groupes finis. Il existe un accouplement canonique, fonctoriel en C 

m\C) X m°(C) -> Q/Z 

qui est une dualité parfaite. 

- Si Ker p est fini, alors il existe des accouplements canoniques, fonctoriels en C 

UlHC) X Ul\C) Q/Z 

m^{c) X m"(c) ^ Q/Z 

et 

m° (C) X m^{c) ^ Q/Z 

qui sont des dualités parfaites entre groupes finis. 

- Si le morphisme p est surjectif, il existe des accouplements canoniques, fonctoriels en C 

Ul\C) X Ul\C) Q/Z 

et 

m"(c) X m2(c) ^ Q/Z 

qui sont des dualités parfaites entre groupes finis. 

Remarque 1.1. L'hypothèse de surjectivité du morphisme p implique que le complexe C est 
quasi-isomorphe (dans la catégorie dérivée associée à la catégorie des complexes bornés de modules 
galoisiens sur k) à (Ker p)[l], Ker p étant un fc-groupe de type multipHcatif. Réciproquement, tout 
fc-groupe de type multiplicatif est le noyau d'un morphisme surjectif de fc-tores : par conséquent, le 
théorème précédent contient un théorème de dualité globale pour les groupes de type multiplicatif. 

On obtient également des suites de type Poitou- Tate pour certains complexes de tores, comme 
par exemple le résultat suivant, où les différents morphismes proviennent des théorèmes de dualité 
locale et globale, et (.)^ désigne la complétion pour la topologie des sous-groupes ouverts d'indice 
fini : 

Théorème (Théorème 16. ip . Soit C = [Ti T2] un complexe de tores défini sur k, avec Kev{p) 
fini. On a alors une suite exacte de groupes topologiques, fonctorielle en C : 

^ H-i(fc, C) ^ P-i(fc, C) ^ H2(fc, C)^ 



H\k, C)^ ^ P°(fc, C)^ ^ HO(fc, C) 



B.\k, C) ^ F^ik, C) ^ HO(fc, C)^ 



^ Ti-\k, ^ P^ik, C) ^ H2(fc, C) 
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On dispose également, sous les mêmes hypothèses, de la suite exacte duale : 
^ H-i(fc, C)^ ^ P-i(fc, C)" ^ H2(fc, C)^ 

Hi(fc, C)^ pO(A:, C) ^ H"(fc, C) 

^ H-^fc, C')'' ^ P'(A:, C) H2(fc, C) 



Remarque 1.2. Comme on le montre dans |Dem09| . ce théorème est un outil important pour étu- 
dier le défaut d'approximation forte dans les groupes linéaires connexes, ainsi que pour obtenir une 
suite de Poitou- Tate non-abélienne pour de tels groupes, à l'aide des applications d'abélianisation 
définies notamment par Borovoi dans le chapitre 3 de |Bor98j . 

On obtient aussi une suite de Poitou- Tate pour les groupes de type multiplicatif, généralisant 
les suites usuelles de Poitou- Tate pour les modules galoisiens finis (voir [Mil06], théorème 1.4.10) 
et pour les tores (voir le théorème 5.6 de Harari et Szamuely dans |HSQ5j ). Cette suite n'était 
pas connue pour des groupes de type multiplicatif généraux : voir notamment la remarque après 
le corollaire 1.4.21 de |Mil06) . ainsi que la suite de Poitou- Tate partielle du théorème 8.6.14 de 
[NSWnSj . 

Théorème (Théorême l6.3p . Soit M un k-groupe de type multiplicatif. On a alors une suite exacte 
de groupes topologiques, fonctorielle en M : 

^ i/"(fc, MY ^ P°{k, MY ^ H^{k, M)D 



H\k, M)0 ^ P\k, M) ^ H\k, M) 



H^{k, M) ^ P^{k, M) ^ iïO(fc^ M)'^ ^ 

On dispose également de la suite exacte duale : 

^ H°{k, M)^ ^ P0(fc, MY ^ H'^{k. 



(fc, M)^ ^ pi (k, M) ^ (fc. M) 



H^{k,M) 



{H°{k,M)^) 
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Le plan du texte est le suivant : on montre d'abord les théorèmes de dualité locale à la section 
O puis on établit des résutats de dualité en cohomologie étale à l'aide du théorème d'Artin-Verdier 
(sectionH]). Ensuite, la section [5] est consacrée à la démonstration des théorèmes de dualité globale. 
Enfin, on obtient les suites exactes de type Poitou- Tate à la section [6l et on fait le lien avec une 
suite en hypercohomologie obtenue par Borovoi. 



Remerciements Je remercie très chaleureusement David Harari pour son aide et sa patience. 
Je remercie également Mikhail Borovoi pour ses précieux commentaires. 



2 Quelques préliminaires sur les complexes de tores 



Si A est un groupe topologique abéhen, on note A^ son complété pour la topologie des sous- 
groupes ouverts d'indice fini, et A/^ désigne le groupe lim^ A/n (où A/n := A/nA par définition). 
En outre, pour un groupe abélien A, on note nA le sous-groupe de n-torsion de A. On considère 
également le module de Tate de A, à savoir le groupe T{A) := lim nA ; de même, si G est un 
schéma en groupes de type multiplicatif et de type fini sur la base, on note „G le sous-groupe de 
type multiplicatif noyau de la multiplication par n sur G (voir |DG70) . proposition 2.2). Enfin, pour 
un groupe abélien A et un nombre premier l, on note A{1} le sous-groupe de torsion Z-primaire 
de A, A le quotient de Apar son sous-groupe divisible maximal, A{1} le quotient de A{1} par son 
sous-groupe divisible maximal, et A''-' la limite projective lim A/l"^. 

Introduisons désormais quelques notations concernant les complexes de tores de longueur 2. Le 
contexte est le suivant : soit S un schéma. On se donne deux S'-tores (au sens de |DG70) . Exposé 



le 



IX, définition 1.3) Ti et T2, et un morphisme de S'-tores p : Ti ^ T2. On note G : 
complexe de S'-tores ainsi obtenu, où Ti est en degré — 1 et T2 en degré 0. 

On note aussi Ti le faisceau Z-constructible sur S dual de Ti (on rappelle qu'un faisceau ^ 
pour la topologie étale sur S est dit Z-constructible s'il existe un revêtement étale fini d'un ouvert 
de S sur lequel ^ est le faisceau constant associé à un groupe abélien de type fini et les tiges ^ 
hors de cet ouvert sont de type fini comme groupes abéliens) , et C le complexe de faisceaux étales 



(localement constants) 



Ti 



où p est le morphisme dual de p. On travaille dans la catégorie 
des faisceaux en groupes abéliens sur le site fppf de la base S, et dans la catégorie dérivée associée 
à la catégorie des complexes bornés de faisceaux fppf. ^ 

On construit alors un accouplement naturel C ®^ G ^ Gm[l], fonctoriel en C, qui prolonge 
l'accouplement bien connu T ®T ^ G„j pour un tore T : pour cela, on remarque que G étant un 
complexe de faisceaux plats sur S, le produit tensoriel dérivé G C coïncide avec le complexe 
"produit tensoriel total" (voir |Wei94j . 10.5.5 et 10.6.2). L'objet G (8)'^ C est donc représenté par 



le complexe Ti ® Ta ^ (Ti ® Ti) © (Ta Ta) 

pih) — p{ti) ^ h et la seconde ti ti + t2 ^2 
morphisme canonique (Ti C>5 Ti) © (T2 ^ T2) ^ Gr^ 

Gm © Gm 
{t,t') 



T2®Ti 



, la première fiêche étant (^1,^2) 



il 



p{ti) ® ti + t2 ® 'PV'2)- On dispose alors du 
B Gm , qui composé avec le morphisme 

^ Gm 
t.t' 



fournit un morphisme (Ti ® Ti) ® {T2 ® T2) ^ Gm- 

Celui-ci induit clairement un morphisme de complexes 

C©^C^Gm[l] 

On vérifie aisément que dans le cas où C = [0 ^ T] ou G = \T 
ment usuel entre un tore T et son dual T. 



0], on retrouve bien l'accouple- 
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Remarque 2.1. Cet accouplement correspond à une biextension naturelle de (C, C) par G,„ (au 
sens de |Del74j . 10.2.1), via la bijection canonique Biext(C, C; Gm) — Hom(C C, G,„[l]). 

Réalisations n-adiques On définit ici les réalisations n-adiques d'un complexe C — [Ti T^] 
sur S. 

Définition 2.2. On pose, pour n > 1, Tz/„(C) := iJ"(C[-l] Z/n) etTz/niC) := iï"(C[-l] (g)^ 
Z/n). 

Montrons alors le lemme suivant : 

Lemme 2.3. Le faisceau fppfTz/n{C) est représentable par un schéma en groupes de type multipli- 
catif fini sur S , etTz/n{C) est représentable par le groupe constant tordu fini dual Hom e gj.(T7./„(C), G,„). 
et le produit tensoriel dérivé C ®^ Z/n s'insère dans les triangles exacts suivants, fonctoriels en 
C , dans la catégorie dérivée des faisceaux abéliens fppf sur S : 

„(Ker p)[2] ^ C ®^ Z/n ^ rz/„(C)[l] ^„ (Ker p)[3] 



et 



Tz/n{C)[l] ^ C ®^ z/n ^ „(Ker p) ^ Tz/„(C)[2] 



Démonstration : En utilisant la résolution plate (Z ^ Z) de Z/n, on voit que C Z/n s'iden- 



tifie au complexe 



il > Ti © T2 > T2 



où Ti est en degré —2 (voir par exemple 



|Wei94j . lemme 10.6.2). On note p — n le second morphisme. On voit immédiatemment que p — n est 



surjectif, par conséquent ce complexe est quasi-isomorphe à 
du diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont exactes : 



Ker(/9 — n) .Or on dispose 



G- 



n(Ker p) 



n(Bp 



Im(n © p) 



Ker(/9 — n) ^ Ker{p — n) 



■0 



Or par définition, Tz/„(C) = Ker(p — n)/Im(n (B p), et la troisième fièche verticale est injective, 
donc le complexe [Im(n (B p) ^ Ker(/9 — n)] est quasi-isomorphe à T'z/n(C), donc ce diagramme 
s'identifie au premier triangle exact du lemme, dans la catégorie dérivée (voir par exemple |Wei94) . 
10.4.9). En ce qui concerne la finitude de Îz/„(C), deux applications successives du lemme du ser- 
pent assurent que l'on a une suite exacte de faisceaux «Ti T2 Ker{p — n)/lm{n(S p) 0. Or 
la catégorie des S schémas en groupes de type multiplicatif de type fini est une catégorie abélienne 
(voir |DG70) . Exposé 9, corollaire 2.8), et «T^ est un-S* schéma en groupes de type multiplicatif fini 
(voir |DG70| . Exposé 9, proposition 2.2), donc Tz/n(C), qui est isomorphe au quotient nT2/p{nTi), 
est bien un S'-schéma en groupes de type multipHcatif fini. 



Montrons désormais le second triangle exact : le complexe C (E)^ Z/n s'identifie cette fois à 
, avec T2 en degré —2. Or T2 est sans torsion, donc n p est injectif. 



2 > T2 



Donc C iS)^ Z/n est quasi-isomorphe au complexe (^T2 © Tij /Im(n p) ^ "> Tj 



On en déduit 
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que Tz/n{C) — Ker{p — n)/lm{n(î)p), ainsi que le diagramme commutatif suivant, à lignes exactes 
^ Tz/„(C) ^ (tÏ ® T\) /Im(n © p) ^ lm{p- n) ^ 



0- 



0- 







qui fournit exactement le second triangle exact du lemme, étant donné que le complexe 



Im(p — n) ^ Ti 



est quasi-isomorphe à Ti/lm{p — n), qui n'est autre que «(Ker p) (car (p © —{n)) = p — n et 
Kev{p © i-n)) =n Ker(p)). 

Montrons désormais que Îz/„(C) et Tz;/„(C) se correspondent via l'équivalence de catégorie 
entre S'-schémas en groupes de type multiplicatif de type fini et ^-groupes constants tordus finiment 
engendrés (voir |DG70) . Exposé 10, corollaire 5.9) : on remarque que l'accouplement canonique 
C (g)^ C Gm [1] défini plus haut induit naturellement un accouplement 

(C ®^ Z/n) ®^ {d ®^ Z/n) G™ [2] 

d'où en particulier un accouplement Tz/„(C) x Tx/n{C) — > G„i. Or on a montré par application 
du lemme du serpent que l'on avait une suite exacte naturelle 

nTl -^n Î2 Tz/niC) ^ 

De même, on montre facilement la suite exacte suivante : 

^ Tz/„(C) ^ TÏ/n Â J\/n 

Alors on conclut immédiatement que Tz/„(C) est constant tordu, et qu'il s'identifie au dual de 
îz/n(C); en remarquant que „Ti est le dual de Ti/n pour z = 1, 2. □ 



Remarque 2.4. Les calculs précédents montrent en fait que C Z/n s'identifie au cône C{p„ 



du morphisme de complexes 



Ti ^ Ti 



. Il se trouve que les deux complexes appâ- 



ta A Taj 

raissant ici sont respectivement quasi-isomorphes à ,iTi[l] et „T'2[1], on a donc un triangle exact 
dans la catégorie dérivée : 



„ri[l] ^„T2[l] -.C®^ z/n 
de même, dualement on obtient un triangle exact : 



Ti[2] 



Tz/n ^ Ti/n -> C ®^ Z/n T2/n[l] 

Ces triangles exacts sont des variantes des triangles exacts précédents, les suites d'hypercohomologie 
ne sont pas les mêmes, mais une partie de la suite du raisonnement peut se faire en utilisant ces 
variantes, les arguments de dévissage étant exactement les mêmes, puisque les schémas en groupes 
de type multiplicatif „Ti, „Ker(/9) et T'z/n(C') sont finis. On utilise dans la suite de cette section 
uniquement la version du lemme, qui a l'avantage de présenter une analogie avec f HS05) . En outre, 
la version du lemme fait intervenir le noyau Ker(p), sur lequel vont porter des hypothèses de 
finitude dans les sections suivantes, hypothèse qui sera cruciale pour certains des résultats de type 
Poitou- Tate qui vont suivre (voir section [6l 
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Remarque 2.5. Dans sa thèse |Jos09j . P. Jossen a présenté un formalisme très général pour 
construire les modules de Tate ^-adiques de complexes (dits "modérés") de faisceaux fppf sur une 
base quelconque comme objets dans une catégorie dérivée de faisceaux ^-divisibles localement 
consants (voir le chapitre 2 de |Jos09) ). En particuHer, son travail s'appHque à des complexes de 
tores. Les constructions de cette section, ainsi que certains des résultats qui suivent, peuvent se 
reformuler dans le langage qu'il a développé, et se voir ainsi de façon plus naturelle. 



3 Théorèmes de dualité locale 



Soit K un corps complet pour une valuation discrête, à corps résiduel fini F, son anneau des 
entiers. On se donne deux if-tores Ti et T2, et un morphisme de if-tores algébriques p : Ti — > T2. 



On note C 
0. 



Ti A Ta 



le complexe de tores ainsi obtenu, où Ti est en degré — 1 et T2 en degré 



Topologie On munira Ï1^{K,C) de la topologie discrète, sauf pour i = —1,0 : pour i = — 1, 
'H.~^(K,C) est muni de la topologie induite par celle de îi(if) via l'identification U^^{K,C) — 
KeT{Ti{K) T2{K)). Pour i = 0, on considère la suite exacte de groupes abéhens 

Ti{K) A Ta (if) H"(if,C) ^ H^{K,Ti) 

On sait que l'image de Ti(if) par p s'identifie à un sous-groupe fermé de T2{K), et par conséquent 
le quotient topologique T2{K) j p{Ti{K)) est un groupe topologique séparé. La suite exacte permet 
d'identifier ce quotient à un sous-groupe d'indice fini de H°(if, C) (le groupe ii^(if, T2) est fini 
par |Mil06) . I, théo rème 2.1), et on munit ce sous-groupe d'indice fini de la topologie quotient 
sur T2{K)/p{Ti{K)), ce qui définit une topologie sur H°(if, C). Par définition, le morphisme 
T2{K) H"(if, C) est alors continu et ouvert, et H°(if, C) est séparé. 

Remarquons que l'accouplement C ®^ C G„i[l] induit, via le cup produit, un morphisme sur 

les groupes d'hypercohomologie W{K, C) x Îl^-'{K, C) H^{K, G„,[l]) 9^ H^{K, G™) ^ Q/Z 
où Jk est l'invariant donné par la théorie du corps de classes local. Montrons alors le résultat 
suivant : 

Théorème 3.1. Le cup-produit H*(if, C) x H^^'(if, C) Q/Z réalise des dualités parfaites, 
fonctorielles en C, entre les groupes suivants : 

- le groupe profini H~-'^(if, C)^ et le groupe discret H^(if, C). 

- le groupe profini H'^(if, C)^ et le groupe discret H^(if, C). 

- le groupe discret H^(if, C) et le groupe profini H°(if, C)^. 

- le groupe discret H^(if, C) et le groupe profini H^^(if, (7)^. 

Démonstration : Ce résultat s'obtient essentiellement par dévissage à partir de la dualité locale 
de Tate-Nakayama pour les tores (voir |Mil06| . corollaires L2.3 et L2.4). 

- i=-l. 

Considérons la suite exacte suivante : 

^ Îi-^{K,C) H°{K,Ti) A H°{K,T2) 

où H~^(if, C) s'identifie au sous-groupe topologique fermé Ker(Ti(if) A T2{K)) du groupe 
séparé compactement engendré, totalement discontinu et localement compact Ti(if). De 
même, T2{K) est séparé compactement engendré, totalement discontinu et localement com- 
pact, et l'image de Ti{K) s'identifie à un sous-groupe fermé de T2(if ), donc on est donc bien 
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dans le cadre de la proposition de l'appendice de |HS05j . et par conséquent la suite complétée 

reste exacte (l'inclusion H^^ {K, C) H'^{K, Ti) est bien stricte par définition de la topologie 
sur H-i(i4:, C)). 

On dispose du diagramme commutatif suivant, à lignes exactes (on peut dualiser la suite 
exacte précédente car les groupes apparaissant sont profinis) : 

{K, %) ^ iï2 {K, T\) ^ H2 {K, C) ^ [K, %) 



(iî0(i^,r2)^)^ ^ {H'>{K,Ti)^)D ^ (H-i(A^ C)^)^ ^ 

Or H'^{K,T2) = car K est de dimension cohomologique stricte égale à 2 (voir |Ser94) . 
1.5.3, proposition 15), et les deux premières fièches verticales sont des isomorphismes (voir 
|Mil06j . corollaire 1.2.4). D onc une chasse au diagramme assure que l'on a un isomorphisme 
H^(if, C) 2± (H.^^{K, C)^)^ . Dans l'autre sens, on considère le diagramme exact (la seconde 
ligne est exacte car c'est la suite duale d'une suite exacte de groupes discrets) : 

^H-i(i^, C)^ ^H"iK,Ti)'' ^H°{K,T2)'' 



^H2(i^, d)^ ^H^{K,J\)^ ^H^{K, 

les deux isomorphismes provenant de la dualité locale de Tate-Nal-cayama (voir jMilQG) . co- 
rollaire 1.2.4). D'où le point 1 du théorème. 
- z = 0. 

On dispose du diagramme suivant : 

H"{K,Ti)'' ^H°{K,T2)'' ^U°{K, C)^ ^ H\K,Ti) ^ H\K,T2) 



H^iK,fî)^ ^H^{K,f2)^ ^Hi(if, C)^ ^H\K,J\)^ ^ H\K,T2)° 

La ligne inférieure est exacte (puisque les groupes dont on prend le dual sont des groupes 
discrets), le morceau H^{K, Ta)^ ^ ïi°{K, C)^ -> H^{K, Ti) H\K, T2) est exact puisque 
H^K,Ti) est fini, et le morceau H°{K,Ti)^ H^{K,T2Y ^ H"(ii:,C)^ est un complexe. 
Par conséquent, une chasse au diagramme assure que le morphisme H°(iir, C)^ H^(ii', C)^ 
est un isomorphisme. Dans l'autre sens, on considère le diagramme suivant : 

iïi {K, T2) {K, î\ ) Hi (A-, C) (K, {K, T\) 

" " " 
HHK,T2)^ ^H\K,Ti)'^ ^HO(a:, C)^ ^H°{K,T2)'^ ^H°{K,Ti)^ 

La première ligne est exacte. Concernant la seconde, la finitude des groupes H^{K,Ti), et la 
définition de la topologie sur H° {K, C) assure que la suite suivante 

H\K,T2)° H\K,Ti)^ -^1Î°{K,C)^ H°{K,T2)° 
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est exacte, et le morceau 'H°{K,C)° H"(K,T2)^ H°{K,Ti)^ est un complexe. Alors 
une chasse au diagramme assure le point 2. 
i = 1. 

On fait le même raisonnement que pour i = : On dispose du diagramme suivant, commutatif 
à lignes exactes : 



D 



■HO (if, C) 



D 



donc le morphisme tl^{K,C) H.^{K,C)^ est un isomorphisme. Dans l'autre sens, on 
considère le diagramme suivant : 



H"iK,T2Y 



hHk,T2) 



H"(if,T\)^ — ^u°{K, cy 



H\K,T2 



D 



■il\K, C) 



D 



H\K,T2)'' ^H\K,Ti) 



et la première ligne est un complexe, et elle est exacte au niveau du morceau H'^{K,Ti)^ — s- 
11°{K,C)^ H\K, f2) ^ H\K,T\) (puisque H\K,f,) est fini), et on conclut par une 
chasse au diagramme. 
i = 2. 

Comme dans le cas î = — 1, on remarque que la suite suivante 

O^H-i(ii',C')^ -^H°{K,T2)'' ^H°{K,T\)^ 

est exacte, puisque l'inclusion Ti^^{K, C) H^{K, T2) est stricte par définition de la topolo- 
gie sur 'iii~^{K, C) et puisque les réseaux H°{K, Ti) sont discrets et de type fini, donc on est 
bien dans le cadre la proposition de l'appendice de |HS05) . On dispose donc du diagramme 
commutatif suivant, à lignes exactes : 



H\K,T,) 



H^K,T2 



■n^iK, C) 



H^{K,Ti) =0 



{H^{K,T2)'') 



f\\D 



(H-i(if,a) 



■0 



d'où un isomorphisme H^lK.C) ~ (H ^{K,C)^)^. Dans l'autre sens, on considère le dia- 
gramme à lignes exactes (les groupes H^{K,Ti) et 'H.'^{K,C) sont discrets) : 



— ^u-hk, cy 



H"{K,T2)'' 



■n^iK, C) 



D 



HHK,T2y 



les deux isomorphismes provenant de la dualité locale de Tate-Nakayama. D'où le point 4 du 
théorème. 
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□ 

Etudions maintenant le comportement des groupes de cohomologie non ramifiée vis-à-vis de cet 
accouplement. On se place dans la situation suivante : soient et ^2 deux tores sur Spec â", et 
p : — > =3^ un morphisme de Spec ^-schémas en groupes. On note le complexe de tores associé, 
et on note aussi Ti (resp. T2, resp. C) la fibre générique de 5^ (resp. ^2, resp. 't^', i.e. le complexe de 

K-tores [Ti A Taj). On définit alors 111^^{K,C) comme l'image de H'(^,<^) dans W{K,C). On 

rappelle que dans le cas des tores, le groupe H^{û,^i) est trivial (c'est la conjonction de |Mil80) . 
III. 3. 11 a) et du théorème de Lang). 
Montrons d'abord le lemme suivant : 

Lemme 3.2. Soit ^ un faisceau (étale) localement constant Z-constructible sans torsion sur 
Spec â". 

Alors le morphisme H'^{Û',^) H^{K,^) est injectif. 

Démonstration : On note K^^ l'extension maximale non ramifiée de K, et son anneau des 
entiers. On considère les suites spectrales de Hochschild-Serre suivantes : (F , H'^ [û™ , .^)) ^ 
HP+i{û,,^) et HP{Y,m{K''\.^)) ^ HP+tiK,,^). Ces deux suites spectrales induisent le dia- 
gramme commutatif suivant de suites exactes de bas degré : 



Ker {H^{Û,^) ^ H" {F , (Û"' , ^))) ^ H\F , H\û''\ ^)) 



H^{F,H^{K"'^,^)) ^ H^{F,H^{K''\.^)) ^ Ker {H^{K,^) H" {F , {K''' , ^))) ^ H^F, H\K'^' , ^j) 

Or on sait que H^{Û'"'^ , ^) = H^{Ô'°'^,^) = car est acyclique pour la topologie étale. De 
plus, est simplement connexe (pour la topologie étale), donc ^ est un faisceau constant Z'^ 
sur â'"'^, et donc on a H^{K™,.^) = puisque l'on sait que H^{K™,Ï) = 0. Finalement, le 
diagramme précédent devient : 



H^{F,H°{â""^,^)) 



H'^{F,H°{K'^\^)) 



Ker {H^{K,^) H° {F , {K""' , .^))) 



Or la fièche verticale de gauche est un isomorphisme, donc celle de droite également, ce qui assure 
le lemme. □ 



Théorème 3.3. Dans la situation précédente, dans la dualité parfaite : Fi^{K, C)^ x îl^{K, C) 
Q/Z, les sous-groupes îi'^^{K,C) et tl^j.(K,C) sont les orthogonaux respectifs l'un de l'autre. De 
même, dans la dualité FL^iK, C) x H°(i^, Ô)^ Q/Z, les sous-groupes Hi,(i^, C) et ïll^{K, (7)^ 
sont les orthogonaux respectifs l'un de l'autre. 

Démonstration : On montre seulement le premier point, le second est similaire. Puisque Br û — 0, 
les accouplements FL°{K, C)^ x FL\K, C) Q/Z et U^iK, C) x H"(if, (7)^ ^ Q/Z induisent des 
morphismes FL\K, d)/U^{^,€) ^îl°{û,'é')" et FL°{K,C)'' /îl°{â','é')^ ^Hi(^,#)^. Il suffit 
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alors de montrer que ces morphismes sont injectifs. On considère d'abord le diagramme commutatif 
suivant, dont les lignes sont exactes : 



{K, TÎ) ^ Hi {K, C) ^ (K, %) ^ {K, J\) 



En outre, la troisième colonne est exacte (voir par exemple |HS05j . lemma 2.11). On se donne alors 
un élément a G il^{K, C) s'envoyant sur dans 'é')^ . On note f3 son image dans H'^{K, T2). 

Puisque P s'envoie sur dans H'^{Û', on sait que /3 provient d'un /3° S H^{û, d'image 

7° G H^{û, ^i). Par commutativité du diagramme, 7° s'envoie sur dans H^{K,Ti). Or le mor- 
phisme H'^{û,l7i) H^{K,Ti) est injectif par le lemme [3?2l donc 7° = 0. Par conséquent, (3° 
se relève en un e ll^{â','^é'), d'image ô e 11^{K,C). Or a et (5 ont tous les deux pour image 
/3 G H^{K,f2), d onc f3 = <5 + e, avec e G H^{K,J\). Par surjectivité de H^^û, i^) ^ H^{K,Ti) 
(voir par exemple |HS05) . page 105, second diagramme ; on peut aussi voir cela comme une consé- 
quence de |Mil06| . théorème 1.2.6 et du fait que H^{û, = 0), e se relève en e" G H^{û, ^). 
Alors l'élément (5" + e" G H^(^, ^) s'envoie sur a G H^(i4r, C). Cela assure donc que le morphisme 
n^iK, C)/llHûX) ïl°{û,'é')^ est injectif. 

Montrons l'injectivité de HO(is:, C)^/H0(^, '^)^ ^ H.^{û,'i)^. On considère cette fois le dia- 
gramme suivant (les groupes iï°(^, ^^i) étant compacts) : 

iï°(^, ^1) ^iï°(^, ^2) ^H0(^,'^) ^H\^,^i) = 



H°iK,Ti)'' ^H"{K,T2)'' ^H"(X, C)^ ^ H\K,Ti) 



Soit a G 'H.°{K,C)^ s'envoyant sur dans Hi(^,'#)^. On note (3 son image dans H^{K,Ti). 
Par injectivité de la flèche H^{K,Ti) -> H^{û, ^)^ (voir à nouveau |Mil06) . théorème 1.2.6 et le 
fait que H^{û, ^1) = par exemple), on sait que P = 0. Donc par exactitude de la seconde ligne 
en HO(i^,C)^, a se relève en un 7 G H°{K,T2)^. On note 7' l'image de 7 dans H^{û, ■^)^. Par 
exactitude de la ligne inférieure, ce 7' se relève en un élément ô' G H'^{û, ^i)^ . Par surjectivité 
de la flèche H^{K,Ti)'' H^{ff,^i)^ (voir lemme [SUl), on relève ô' en un ô e H°{K,Ti)''. 
L'image 6' de S dans H^{K,T2)^ a même image que 7 dans iî^(^, 5^)'°, donc par exactitude 
de la deuxième colonne (dualité de Tate-Nakayama, voir lemme 2.11 de |HS05j ). 7 — lî' se relève 
en un e G iï°(i^, =3^), dont on note e' l'image dans H°(i^, '^). Alors, puisque la deuxième ligne 
du diagramme est un complexe, e' s'envoie sur a dans H°(i4r, C)^. Cela assure l'injectivité de 
HO(if,C)^/H"(^,'^#') ^ lV-{û,'i)^, et cela conclut la preuve du théorème. 

□ 
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Traitons également le cas du corps R : pour cela, on introduit les groupes de cohomologie 
modifiés à la Tate H'(R, C). 

Proposition 3.4. Soit C un complexe de tores sur R. Alors le cup-produit induit une dualité 
parfaite de groupes finis, fonctorielle en C : 

H°(R,C) X Hi(R,C') ^ Z/2 

Démonstration : c'est un dévissage facile à partir du cas des tores. □ 

Pour finir, il convient de rédiger un analogue du premier théorème pour le corps des fractions 
d'un anneau hensélien, puis de comparer les groupes de cohomologie pour un corps hensélien et 
pour son complété, afin de remplacer les complétés ky par les henselisés quand k est un corps 
de nombres et v une place de k (voir la section suivante). 

Théorème 3.5. Soit A un anneau hensélien, de corps résiduel fini, F son corps des fractions. On 
suppose F de caractéristique 0. Soit C un complexe de tores sur F. Alors le cup-produit induit des 
dualités parfaites, fonctorielles en C , entre les groupes : 

- n-^{F,C)'' etîl^{F,C). 

- H"(F,C)^ etlî\F,C). 

- Hi(F,C) HO(F,C)^. 

- H2(F,C) H-1(F,C)^ 

Remarque 3.6. On munit Ti{F) de la topologie induite par celle de Ti{K), et H°(F, C) de la 
topologie "naturelle". On va d'ailleurs montrer que pour le groupe abélien H°(i^, C), sa complétion 
profinie coïncide avec sa complétion pour la topologie des sous-groupes ouverts d'indice fini. 

Démonstration : 

Lemme 3.7. Soit K la complétion de F. Alors les morphismes canoniques H'(F, C) ¥L^{K,C) 
sont des isomorphismes pouri > 1, et'H.^{F, C) ïi'^{K, C) induit un isomorphisme H" (F, C)^ — > 
HO (if, C)^. 

Les morphismes H*(i^, C) 11^{K, C) sont des isomorphismes pour tout i > 0. 

Démonstration : On sait que H^{F,T,) = H^{K,T,) par |HS05j . lemme 2.7, et ces groupes sont 
finis. Par définition de la topologie sur Ti{F), on remarque que le sous- groupe nTi{F) de Ti{F), 
qui est d'indice fini dans Ti{F), est ouvert : en effet, son adhérence dans Ti{K) est exactement 
nTi{K) (théorème de Greenberg, voir |Gre66) . Voir également [BLRQOj . section 3.6, corollaire 10 
pour une formulation précise du résultat utilisé), qui est d'indice fini dans Ti{K), donc ouvert {K 
est de caractéristique 0, voir [Mil06], page 32), et il se trouve que nTi{F) — nTi{K) n Ti{F) (voir 
|HS05| . preuve du lemme 2.7), d'où le fait que nTi{F) soit ouvert dans Ti{F). Par conséquent, 
pour les groupes Ti{F) (resp. Ti{K)), la complétion pour les sous- groupes nTi{F) (resp. nTi{K)) 
coïncide avec la complétion pour les sous-groupes ouverts d'indice fini. Or Ti{F)/\ = Ti{K);^ (voir 
[HSÔl], preuve du lemme 2.7), donc H^\F,T,)'' = H^\K,T{)^. 
Or on peut compléter la suite exacte 

H°{F,Ti) -> H°{F,T2) ^ n°{F,C) ^ H\F,Ti) H\F,T2) 

puisque les deux derniers groupes sont finis et le seconde fièche est ouverte par définition de la 
toplogie sur H" (F, C). D'où le diagramme commutatif à lignes exactes suivant : 

H°{F,Ti)'' ^iïO(F,T2)^ ^H0(F,C)^ ^H\F,Ti) ^ H\F,T2) 
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On a déjà montré que les deux premières flèches verticales, ainsi que les deux dernières, étaient 
des isomorphismes, donc par une chasse au diagramme, la flèche centrale est un isomorphisme. 
Pour les groupes H*(i^, C) avec î > 1, la preuve est exactement celle du lemme 2.7 de |HS05j . Pour 
le complexe dual C, la preuve en degré strictement positif est toujours la même ; pour le degré 0, 
on considère le diagramme exact suivant : 

H°{F, T2) ^ H" (F, J\) ^ HO (F, C) ^ [F, %) ^ (F, T\) 



H^{K,f2) ^ H"{K,fi) ^ H"(/f, C) ^ H\K, 7^2) ^ H^K,^) 

les isomorphismes provenant du fait que Ti est localement constant et que les corps F et K ont 
même groupe de Galois absolu. □ 

Ce lemme 13.71 ainsi que la remarque sur les différentes complétions dans la preuve du lemme, 
assure le théorème 13.51 grâce au théorème 13.11 

□ 



4 Dualité globale : cohomologie étale 

Soit k un corps de nombres, ffk son anneau des entiers. Soit U un ouvert non vide de Spec ^fc, 
et S/ l'ensemble des places flnies de k correspondant à des points fermés hors de U . Si v désigne 
un place de k, on note ky l'hensélisé de k en w, et ky le complété de k en v. Dans toute la suite, si 
V est une place infinie de fc, les groupes d'hypercohomolgie modifiés de Tate 'H.^{k^, .) seront notés 
H'(fc„, .). On note également S := S/ U fioc, où fioo désigne l'ensemble des places infinies de k. 

On renvoie au début de la section 3 de |HS05) pour la définition des groupes d'hypercohomologie 
à support compact à valeur dans un complexe de faisceaux abéliens cohomologiquement borné. On 
utilisera également la propriété de fonctorialité covariante de la cohomologie à support compacte 
rappelée au début de la page 107 dans |HS05) : si y ^ C/ est une immersion ouverte, on a un 
morphisme canonique HJ,(F, "^y) H.l{U,^). 

Suivant |Mil06j . on note D'(f/, .) l'image de H^(J7, .) dans W{U, .). 

Lemme 4.1. Soit '£ un complexe de tores sur U . 

1. Les groupes H*(f/, et ïV{U,'^é') sont de torsion pour i >1, ainsi que les groupes H^(Î7, 
et HJ(J7,'r) pour j>2. 

2. Pour tout l inversible sur U, les groupes W{U,'é'){l] et H*(C/, *#){/} (resp. H^(L/,#){/} et 
Yi{{U,'é'){V\ ) sont de cotype fini pour i > 1 (resp. j >2). 

3. Les groupes n-^iU,"^), H0([/,'^), H-1([/,^), ii-^{U,f), H"(?7,#), U-\U,'i) etU°^{U,'i) 
sont de type fini. 

4. Le groupe H°(J7, est extension d'un groupe de type fini par un groupe profini, le groupe 
lll{U,'rf) est extension d'un groupe de torsion (dont les sous-groupes de torsion l-primaire 
sont de cotype fini) par un groupe profini, et le groupe tll{U,'^) est extension d'un groupe 
de torsion (dont les sous-groupes de torsion l-primaire sont de cotype fini) par un groupe de 
type fini. 

Démonstration : 
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1. Notons '^é' := 5^]. On considère la suite exacte suivante : 



Or on sait que les H^{U, sont de torsion pour i > 1 (cf [HSÔ5] . lemme 3.2.(1)), donc il 
en est de même pour H*(f/, ^). On en déduit le résultat pour les groupes de cohomologie à 
support compact à l'aide de la suite exacte 



V infinie 



ve'Sf 



V infinie 



Le raisonnement est exactement le même pour les groupes H*(C/, "i^), utilisant le fait que 
H^{U, %) est de torsion pour i>l. 
2. Par définition, ces groupes sont de torsion. On utilise à nouveau la suite exacte : 

H\U, ^i){/} ^ H\U, ^2){l} ^ W{U,'^){1} ^ W+\U, 



Pour i > 1, les trois groupes autres que H*([/, "if ){/} sont de cotype fini (voir |HS05| . lemme 
3.2.(2)), donc H'(C/, '^){/} l'est aussi (puisqu'un sous-groupe et un quotient d'un groupe de 
cotype fini sont de cotype fini). En ce qui concerne les groupes ïl^{U,'ta){l}, H^(J7, '^){Z} et 
lll{U,'Tf){l}, le raisonnement est le même. 

3. Pour H^^([/, '^) et H°([/, '^), on utilise à nouveau la suite exacte précédente, sachant que 
H°{U, ^i) est de type fini (voir jHSÔS] . lemme 3.2.(3)) et que H^{U, est fini (voir |Mil06) . 
théorème II. 4. 6). En ce qui concerne le groupe U~^{U,^), on utilise la suite exacte reliant 
cohomologie étale et cohomologie à support compact. Pour les autres groupes, le raisonnement 
est similaire, en utilisant en outre le fait que H~^(fc„,'^) est de type fini pour v gT,. 

4. C'est un dévissage à l'aide des résultats des points précédents. 

□ 

On va désormais utiliser les réaHsations n-adiques du complexe 'é' et de son dual. 
On rappelle que l'accouplement canonique "^(gj^^ G,„[l] induit {'é'(g)^Z/n)(g)^ {'^(g)^Z/n) 
G„i[2]. On en déduit des accouplements en cohomologie : 

H'(i7,'^0^ Z/n) X Hi-*(C/,'^(»^ Z/n) -> H^{U,G^) = Q/Z (1) 
On a alors le résultat de dualité suivant : 
Proposition 4.2. Pour tout i £ Z, si l'entier n est inversible sur U , l'accouplement ^j) 

W{U/^(»^ Z/n) X Hi-*(C/,'#®L Z/n) ^ HI{U,G„^) = Q/Z 

est une dualité parfaite de groupes finis, fonctorielle en C . De même en inversant les rôles de '^ê 
efi. 

Démonstration : Grâce au lemme 12. 3^ on dispose du diagramme commutatif suivant : 



(t^,rz/„(^)) 



■(f/,Tz/„C^))^ 



i/'+2([^^^(Ker p)) 



■W{U,'ê®^ z/n) 



H'+HU,Tz/J^)) 



H^-'{U,n{Kei p))' 



■Hi-''(C/,'!f Cg)L Z/n) 



D 



Ht'{U,Tz/n{^^)) 



D 



W+HU,n{Kev p)) 



■H-\U,^a{Kei p))' 
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Hormis les groupes d'hypercohomologie au centre du diagramme, tous les groupes de cohomo- 
logie intervenant ici sont finis (voir par exemple [MilOGj . théorème II. 3.1), ce qui assure la finitude 
des groupes intervenant dans l'énoncé de la proposition. 

Par définition de l'accouplement ^ et des fiêches dans le lemme 12.31 les autres morphismes 
autres que le morphisme central sont (au signe près) les accouplements usuels qui interviennent 
dans la dualité d'Artin-Verdier. On va désormais appliquer le théorème de dualité de Artin-Verdier 
pour les faisceaux finis. 

Les faisceaux Tz/niC) et „Ker(p) étant constructibles localement constants (voir lemme [273]) . 
et n étant inversible sur U, les fiêches verticales autres que celle du milieu sont des isomorphismes 
(voir par exemple |Mil06j . corollaire II. 3. 3). Donc celle du milieu est aussi un isomorphisme, par 
lemme des cinq. En remplaçant C par C, on obtient finalement une dualité parfaite de groupes 
finis W{U,'to ® Z/n) x ¥L]r^{U,^ ® Z/n) — > Q/Z, pour tout n inversible sur U et tout i, ce qui 
conclut la preuve. □ 

Déduisons de ce résultat le théorème principal de ce paragraphe : 

Théorème 4.3. Pour tout entier i, pour tout nombre premier l inversible sur U , le cup-produit 
induit une dualité parfaite fonctorielle en C : 

W{UX){1} X H?-' ^ Q/Z 
et de même en échangeant les rôles de ^ et . 

Remarque 4.4. Les groupes H*([/, et H^~'(?7, '^){/} étant tous de cotype fini, leur sous- 
groupe divisible maximal coïncide avec leur sous-groupe formé des éléments divisibles. 

Démonstration : Fixons l un nombre premier inversible sur U. On déduit de la proposition 14. 21 ime 
dualité parfaite entre le groupe discret lim^ H*~^([/, 'îfÇ^Z/l") et le groupe profini lim^ H^~'(J7, "^(8) 

Z/Z"). Celle-ci induit une dualité parfaite entre le quotient lim H*^i(C/, (g) Z/Z") et le sous- 
groupe de torsion flim H2-'(f7, -^(g) Z//")) . 

V'* " /tors 

Or en tensorisant (produit tensoriel dérivé ®'") la suite exacte O^Z^Z^Z/n^O par ^, 
on obtient une suite exacte de groupes finis : 

^ W-\U, 'é') (E)Z/n^ W-\U, ®^ Z/n) ^„ W{U, 'g) ^ 

qui permet d'identifier (après passage à la Hmite inductive) le groupe lim^ H'~i(?7, ® Z/Z") au 

groupe H*([/, De même, en remplaçant par et en passant à la limite projective (les 
groupes en question ici étant finis), on obtient un isomorphisme 

limH2-'(C/,'#® Z/r) ) {Yilr\V ."if^^, =H2-* ([/,#)«{?} 

'\r ^ /tors 

" / tors 

Enfin, la structure des groupes H^~*(C/, '^) (voir lemme |4!T|) fournit un isomorphisme H^~*(C/, ^)('^{Z} = 
H2-*([/,#){Z} (H2-* ([/,#)(') est toujours de cotype fini). 

D'où finalement le résultat, en remarquant que tout ce raisonnement fonctionne en intervertis- 
sant 'g et 

□ 

On souhaite déduire de ce résultat un résultat de dualité sur les groupes D^{U, et D^{U, '^). 
Pour cela on va utiliser le lemme suivant (voir |HS05j . corrigenda) : 
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Lemme4.5. Soit a e D^([/, '^), F -divisible dansll^{U,^) , et orthogonal au sous-groupe irJD^{U,^) 
de Hi(f7,'#). Alors a est V -divisible dans T>^{U,'^). 

Démonstration : Notons n — F. On considère le diagramme commutatif exact suivant : 

Hi ([/, -T) ^ Hi (t/, 



e„gs HO(fc, , Hi ([/, "T) Hi ((7, ^) 



H0([/, ®L Z/n) ^ 0„gs H°(fc^, ®^ Z/n) ^ Hi([/, ^ 0^ 2/„) ^ h1(J7, 0^ 2/n) 

Soit a € D^(C/, comme dans l'énoncé, image d'un élément â G H^(L/, '^). On écrit a = 
nai, avec ai G H^([/,^). On note a2 l'image de à dans Hj(f/,'^0'^ Z/n). Par commutativité 
et exactitude, a2 provient d'un élément (ci,) G 0^^^, H°(fc^, 'i' Z/n). On dispose alors des 

accouplements naturels : Di(C/,<^) x Di(f/,'^) Q/Z et Hi(C/,^ Z/n) x HO(C/,'r 0^ 

Z/n) ^ ^> Z/n, qui sont compatibles via le diagramme commutatif : 

H0([/,<r®L2/„) X UliU,'^ Z/n) ^ ^ Q/Z 



Hi(;7,#) X Hi([/,'^)/n ^Q/Z 



„Di(ï7,'f) X Di(f/,'^)/n ^ -Q/Z 

On en déduit que < a, a' >p_t=< a2,b' >a-v, si a' G „Di(J7, est l'image de 6' G H°(C/, (g)'" 
Z/n). Or par hypothèse < a2, 6' >a-v= X^use < est l'image de b' dans 0^g5] H''(fct,, 

Z/n)), et on a supposé que < a, a' >p_t= pour tout a' G „D^([/, '^), donc a2 est orthogonal à 
l'image de S'„(t/,'^) := Ker(HO(f/, 2/„) ^ 0^^^ Hi(fc^,#)) dans ©.^^j, H"(fc„,'^0L Z/n). 

On va maintenant montrer que l'élément a2 vérifiant cette propriété est nécessairement nul, ce 
qui va permettre de conclure puisque si a2 = 0, alors à s'écrit à = ndi, avec di G Hj(J7, '^), ce qui 
conclut la preuve du lemme 14.51 

Pour montrer la trivialité de a2, on utilise l'analogue du lemme des corrigenda de fH S05j : plus 
précisément, montrons que (c^) est somme d'un élément de ^^^■^lî^{ky,C) et d'un élément de 
H°(t/, C 0^ Z/n). Pour cela, regardons le diagramme suivant (0i,gs H°(fci,, C (g)^ Z/n) est fini) : 

e,„gsH°(fc„,C®L z/n) 




0,^5, H°{K, C)^ HO(f/, <^®L z/„)D ^ s^çij^ ^^D ^ 

On sait donc que 7i((ci,)) est nul quand on le pousse dans Sn{U,^é')^ , donc par exactitude de la 
dernière ligne (elle est exacte par définition de Sn{U,^)), on en déduit que 7i((ct,)) se relève dans 
0^gjH H°(fc^, C)^, en un élément noté (tu). On envoie alors {t^) dans ©^gj] H°(fct,, C ®^ Z/n), et 
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on remarque que (ci,) — (ty) e Ker(7i). Considérons alors le diagramme commutatif suivant, dont 
la première ligne est exacte : 

H0(i7, 0^ Z/n) ^ ©„gs H"(/c„, Z/n) ^ Hj([/, 2/„)i5 



où les isomorphismes verticaux proviennent du théorème 13.51 de dualité locale et la proposition 
I4.2l 0n déduit donc de ce diagramme la suite exacte suivante : H"(t/, C(g)-'"Z/n) H''(fc„, Ccg)'" 

Z/n) ^ H°(t/, ^(g)^ Z/n)-", donc (c„) - {ty) se relève en e H0([/, C®^ Z/n). Et finalement on a 
(cd) = (tt,)+^. On conclut alors en remarquant que par finitude de 0„g2 H°(fc„, C^^Z/n), l'image 
de 0ugs H°(A;^, C)^ dans ©„gs H°(fc„, C®^ Z/n) coïncide avec l'image de ©„çs H°(fc„, C) dans 
0^g53 H°(fct,, C (g)^ Z/n), donc on peut bien écrire (c„) = (i^) + ^l avec (t^) G ©^gs H°(fc„, C) et 
/i G H"(J7, C (g)-*^ Z/n). Cela ssure que a2 = 0, ce qui termine la preuve du lemme [4751 

□ 

Définissons aussi 

T>l{U, ^) Ker ( H"(C/, '^) ^ H"(fc„, -r)^ J 
\ «es / 

Corollaire 4.6. On a des accouplements fonctoriels Dj^(t/, '^^){Z} x T>^{U,^é'){l} Q/Z ei 
T>\U,'é'){l} X Di(f/,#){Z} ^ Q/Z (ainsi que r>^{U,'é'){l} x D0(i7,'f){Z} Q/Z;, doni /es 
noyaux à droite et à gauche sont les sous-groupes divisibles maximaux des deux groupes. 

Démonstration : Pour le premier accouplement, il suffit d'écrire le diagramme 

D"^([/, <^){Z} ^ HO(f/, <r){0 ^ ©„gs U^iK,^)W 



D2(C/, <#){Z}^ H2([/, #){0^ ©„es Hi(fc,, <#'){?}^ 

et de remarquer que la ffèche verticale centrale est un isomorphisme puisque H°([/, '^){Z} est fini 
{11° (U/^) est de type fini par le lemme |4?T|) . Considérons la troisième fièche verticale : par le 
théorème de dualité locale (théorème 13.5p . le groupe H''(fc^,C)^ s'identifie à li^{ky,C)^, donc la 
troisième flèche verticale du diagramme est injective, ce qui assure le résultat. Pour le troisième 
accouplement, la preuve est similaire : on s'intéresse au diagramme exact suivant : 

-D0([/,#){0 -H"([/,#){/} -©,g5,H0(fc,,#){?} 



-D2(C/,^){/}^ -H2(C/,<r){/}^ 

Alors à nouveau la seconde flèche verticale est un isomorphisme grâce au lemme ITT] (H°(?7, '^^) 
est de type flni), et la troisième flèche verticale est injective (puisque H.°{ky,'é') s'injecte dans son 
complété H°(fc„,'^)^, et ce dernier est isomorphe au dual du groupe de torsion H^(fc„,'^)). 
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Pour le second accouplement, le diagramme est le suivant : 



On sait que la troisième flèche verticale est injective, et que le noyau de la seconde est un sous- 



groupe divisible. Alors le lemme [4751 assure que le morphisme 'D^{U,'é'){l} Di(J7,'^) est 
injectif. Cela assure la seconde partie du corollaire 14. 6^ puisque l'argument "dual" est exactement 
le même : on dispose en effet des résultats de flnitude analogues pour C, qui permettent d'adap- 
ter la preuve du lemme 14.51 avec les rôles de ^ et 'î' échangés, pour obtenir que le morphisme 

T)'^{U,'ë'){l} Di([/, est lui aussi injectif, ce qui conclut la preuve de la dualité parfaite 

entre W{U^{1} et T>^{U,'i){l} . □ 

Corollaire 4.7. Avec les notations précédentes, l'accouplementT)^{U,'ia'){l}x'D^(U,'é'){l} Q/Z 
est une dualité parfaite de groupes finis, fonctorielle en C. 

Démonstration : Il suffit de montrer que les groupes D^(t/, '^^){^} et D^([/, sont flnis. Pour 
Di(f/,'^){/}, par dévissage, il suffit de m ontrer que D^{U,^2){1}, H^iK,Ti) et D'^{U,Ji) sont 
finis. Ces trois points sont connus (voir [Mil06], théorème II. 4. 6, corollaire 1.2.3 et proposition 
II. 4. 14). En effet, considérons le diagramme commutatif exact suivant : 



e^gj, H\K, ^,){l} e,„^j, HHK, e.es Hi(fc,,<r){/} 0,,^^, H^{K, 

Par finitude de S et de H^^k^, Ti), le conoyau de la première flèche verticale est flni. Par flnitude 
de D^(?7, ^2), le noyau de la seconde est flni également. Enfln, la flnitude de D'^{U, assure 
la flnitude du noyau de la quatrième flèche verticale H'^{U, ®v,z^H'^{kv,Ti){l}. Par 

conséquent, une application immédiate du lemme du serpent assure que le noyau de la troisième 
flèche 

Hi(f/,'^){/}^0Hi(fc.,<^){O 

est flni, c'est-à-dire que 'D^{U,'é'){ï} est flni. 

En ce qui concerne la flnitude de D^([/, '^){^}, le raisonnement est exactement le même, en 
utilisant les flnitudes de S, H^{K, ^), D^{U, ^){/} et D^{U, ^){/}. □ 

5 Dualité globale : cohomologie galoisienne 

L'objectif principal de cette section est de montrer les trois théorèmes de dualité globale en 
cohomologie galoisienne, à savoir les théorèmes 15.71 [5?T4l et 15.121 que l'on utiHsera dans la section 
[Bjpour obtenir la suite de Poitou- Tate. 
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5.1 Généralités 

Dans cette section, S désigne un ensemble fini de places de k contenant les places archimé- 
diennes. On définit également ks comme étant l'extension maximale de k non ramifiée hors de S, 
et on note Fs := Gal(fcs|fc). 

Définition 5.1. Soit C un complexe de tores sur k. On définit pour tout i >0, 

où le produit restreint est pris par rapport aux sous-groupes HJjj(fc„, C), et 
m\C) = m\k., C) := Ker (H*(fc, C) P'{k, C)) 

On définit de même III*(C). Si C est la fibre générique d'un complexe de tores sur U :— 
Spec(^fc^s); alors on note 

mUC)=mUk,C) :=Ker lll\Tj:,C) ^ []ff(fc.,C)J 

\ «es / 

Enfin, on note 

mX(C) Ker (ff (fc, C)^ -> P*(fc, C)^) 

Remarque 5.2. On remarque que le groupe P^(fc,C) est en fait la somme directe P^(fc,C) = 
0^ ll^{ky, C), puisque pour presque toute place v H^{â'y, ^) = H'^{Û'v, = 0. 

Proposition 5.3. Soit un complexe de tores défini sur U , C sa fibre générique, l inversible sur 
U. 

1. Si U est suffisamment petit, le morphisme canonique H'(J7, îi^{T^,C){l} (resp. 
H*([/, '^){/} — > tr{Tj:,C){l}) est un isomorphisme, pour tout i>l. 

2. Si U est suffisamment petit, le morphisme canonique H^(C/,^){I} — » H^(/c,C){/} (resp. 
Hi(C/, <#■){?} ^ Hi(fc,C){/}; est injectif. 

Démonstration : 

1. Grâce aux corrigenda de |HS05| . on connaît le résultat pour les tores sur U assez petit. On 
utilise alors la suite exacte : 

H\U, .Jx) H'{U, .%) ff(C/,<^) H'+^{U, ^ H'+^iU, ^2) 

On sait que W{U,X){1} = W {Tj:,Tr){l}, pour j > 1 (voir |HS05) . proposition 4.1 et 
corrigenda), d'où le résultat par lemme des cinq. 

En ce qui concerne le raisonnement est similaire : en effet, ^ étant localement constant, on 
a un isomorphisme H^{U, S/'i) ^ H^{Tj:,Ti). De même, par la proposition II. 2. 9 de |Mil06) . 
on a un isomorphisme H'^{U, ^) ^ H^{T^,Ti), d'où le point 1. par dévissage. 

2. Il suffit de montrer que le morphisme naturel H^ÇT-^jC) H^(fc,C) (resp. H^(rs,C) — > 
H^(fc, C)) est injectif. Pour le cas de C, on regarde le diagramme suivant : 

i/i(rs,Ti) ^ H\T^,T2) — ^ Hi(rs, C) ^ iî2(rs, Ti) ^ H\r^,T2) 



H^k.Ti) ^H^k,T2) ^B.\k,C) ^H^k,Ti) ^ H^{k,T2) 
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Écrivons la suite exacte de restriction-inflation relative au quotient Fs de Tk : 

Quitte à augmenter S (i.e. quitte à réduire U), on peut supposer que Ti est déployé par k^/k, 
et donc par Hilbert 90, H^{k^,Ti) = 0. On en déduit donc que les deux premières flèches 
verticales du diagramme sont des isomorphismes, et que les deux dernières sont injectives. 
Une chasse au diagramme assure alors que la flèche verticale centrale est injective. 

En ce qui concerne (7, si fcs déploie Ti et T2, on a des isomorphisme H^{r^, Ti) ^ H^{k, Ti) 
et des morphismes injectifs H'^{T^,Ti) H'^{k,Ti) grâce à la suite exacte de restriction 
inflation pour les Tj. Par dévissage, cela impHque bien l'injectivité de H^iTy^^C) H^(fc, C) 
pour E suflisamment gros. Cela conclut la preuve du point 2. 

□ 



Corollaire 5.4. Soit 'tf un complexe de tores défini sur U , C sa fibre générique, l inversible sur 
U . On a une dualité parfaite fonctorielle de groupes finis m^(C){/} X m^(C'){/} ^ Q/Z. 

Démonstration : C'est une application directe du corollaire 14.71 en utilisant le point 1 de la pro- 
position 15.31 □ 



5.2 Dualité entre Ul\C) et m\C) 

On va montrer dans cette section qu'il existe une dualité parfaite de groupes flnis entre III^(C) 
et m^c). O n conserve les notations de la section précédente : on flxe un nombre premier l, et on 
choisit un ouvert U — Spec{Ô'k,s) suflisamment petit pour que l soit inversible sur U et C s'étende 
en un complexe de tores sur U. 

Lemme 5.5. Avec les notations précédentes, le groupe 'D^{U,'é'){l}, vu comme sous-groupe de 
'H.'^{k,C), est contenu dans III"'^(C){Z}. 

Démonstration : La trivialité des groupes H^{Ô'y,Ti) et H'^{û^,Ti) pour v ^ S assure le résultat 
(i = 1 ou 2). La première est une conséquence du théorème de Lang, et la seconde provient de 
l'isomorphisme H'^{ûy,Ti) = H^{F^,Ti x^^, Fy), le second groupe étant trivial car est de di- 
mension cohomologique 1 et Ti(Fy) est de torsion. □ 

Lemme 5.6. Pour un ouvert U suffisamment petit, le groupe 'D^{U,'é'){l}, vu comme sous-groupe 
de ll^{k,C), est contenu dans III^(C'){Z}. 

Démonstration : C'est la même idée que la preuve du lemme 4.7 de |HSQ5| . En efi'et, on a l'inclusion 
suivante : 

fl D\v,'^){i}çm\c){i} 

vcu 

Or les groupes D^{V,'é'){l} sont flnis, donc on peut se Hmiter à une intersection flnie, i.e. à un 
nombre flni d'ouverts Vi C U. On considère alors un ouvert U' contenu dans l'intersection des 
Vi, et la fonctorialité covariante de la cohomologie à support compact assure alors que l'on a une 
inclusion T»\U','^){1} C m\C){l}, ce qui prouve le lemme. □ 
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Théorème 5.7. Soit C un complexe de tores sur k. Il existe une dualité parfaite de groupes finis, 
fonctorielle en C : 

m^{C) X m^{C) Q/z 

Remarque 5.8. Ce théorème est équivalent à la proposition 4.2 de |Bor99) . dont la preuve est 
due à Kottwitz. Par ailleurs, Borovoi a donné une autre preuve de ce résultat récemment (voir 
|Bor 09]). par dévissage au cas des groupes de type multiplicatif, à partir du théorème 1.4. 12. (a) de 
[MiIOfij . 

Démonstration : Soit l un nombre premier. Il existe un ouvert U de Spec Ô'k tel que C s'étend 
en un complexe de tores sur U et l est inversible sur U. On peut réduire U de sorte à être dans 
les conditions précédentes. Alors l'inclusion T>^{U,'-é'){l} C III^(C){Z} est en fait une égalité, 
puisque un élément a & ÎH^{C){1} s'étend en un élément de D^(V,'^){/}, avec V C U, et donc 
'D^(V,^){1} C D^([/, De la même façon, grâce aux résultats précédents, on a également 

une égalité T>^{U,'ë'){l} — III^(C'){/}. Ces deux égalités permettent bien de définir l'accouplement, 
et son exactitude découle du corollaire 14.71 Pour la finitude des groupes III^(C) et III^(C'), c'est 
également une conséquence du corollaire l4.7l en remarquant que la preuve de ce corollaire montre 
en fait que les éléments de D^(?7, dont la torsion est inversible sur U sont en nombre fini. □ 

5.3 Dualité entre lLf{C) et IIL^C) 

Dans cette section, on montre que les groupes III^(C) et 111° (C) sont finis et duaux l'un de 
l'autre. 

Lemme 5.9. Soit C un complexe de tores sur k. Alors III°(C') est fini. 

Démonstration : ^ 

- On suppose d'abord que T2 est déployé sur k : alors Ffe agit trivialement sur T2, et on 
considère le diagramme commutatif suivant, pour une place v quelconque : 

H°{k, %) ^ iî"(fc, T\) ^ HO(fc, C) ^ H\k, T2) 



H'^iky, TÎ) ^ ° (K , fi) ^ HO (k,,C) ^ H^k,, %) 

La deuxième flèche verticale est injective, le groupe H^{k,T2) est flni, et enfln la flèche 
verticale de gauche est un isomorphisme, ce qui assure le résultat dans ce cas. 
- Cas général : on ne suppose plus T2 déployé sur k. Il existe ^ne extension galoisienne flnie 
L/k qui déploie T2. Par le cas précédent, on sait que IIl"(L, C) est fini. Par un argument de 
restriction-corestriction, le groupe ïn'^{k,C) est donc de torsion. Or ce groupe est de type 
fini, puisque HO(â:,C') l'est, donc Ul'^{k,C) est fini, ce qui conclut le preuve. 

□ 

Notons désormais DjO (C) le noyau du morphisme Jl^ik, C)/\ P°(A:, C')a. 
Proposition 5.10. Il existe une dualité parfaite et fonctorielle 

m^{C) X in^(C) ^ Q/Z 
Démonstration : On montre ce résultat en étapes : on se donne n inversible sur U. 
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- Par dévissage, on montre facilement que le morphisme H°([/, '^(g)^ Z/?i) H°(/c, 'é' (E)^ Z/n) 
est injectif. En effet, on a un diagramme commutatif exact de la forme 

^ H\U, Tz/„(#)) ^ H0([/, -f^L ^ H^'iU, „K^p) 



^ H^{k, Tz/n{C)) ^ HO(fc, d ®L Z/n) ^ H"{k, „K^p) 

Or par finitude de Tz/„('^) et „Ker p, les première et dernière flèches verticales sont injectives, 
donc la flèche centrale également. 

- On montre ensuite que pour tout place v de U, ®^ Z/n) — 0. En effet, ce groupe 
s'intègre dans la suite exacte suivante : 

iï3(^,,„Ker p) ^ Z/n) ^ Tz/„r^)) 

Or les deux groupes extrêmes dans cette suite sont nuls par dimension cohomologique, donc 
le groupe central est nul. 

- La proposition 14. 21 et un dévissage à partir de la dualité locale pour les modules flnis assurent 
que l'on a une dualité parfaite entre les groupes [U, ^ ^ Z/n) et D"(J7, ^ (i)^ Z/n). 

- On fixe alors un nombre premier l et on prend un ouvert U suffisamment petit pour que / 
soit inversible sur U et pour que le complexe de tores s'étende sur U. Par le premier point, 
on sait que le groupe IIl''(C' (X> Z/l"^) contient l'intersection des groupes 'D°{V,^é' Z/Z™) 
{V décrivant les ouverts non vide de U) dans ll°{k,'é' ®^ Z//™). Or chacun des groupes 
D°(F, '^®'"Z/Z™) étant finis, on peut se limiter à une intersection sur un nombre fini d'ouverts 
V, et en prenant leur intersections, ^n déduit par fonctorialité covariant de la cohomologie 
à support compact l'égalité D°(y,#(g)^ Z//™) ^ 111° {Ô >S> Z / 1"') pour tout ouvert de f7 
contenu dans un certain ouvert Uq (voir par exemple |HS05) . preuves du lemme 4.7 et de la 
proposition 4.12). 

Le second point assure que pour une immersion ouverte ^ J7, le morphisme naturel 
Hi([/,<^ ®L Z/Z™) ^ Hi(t/,<^ Z//") envoie le sous-groupe Di(C/,'r (g)^ Z/Z") dans 
Di(V,'^ (g)^ Z/Z"). On en déduit donc un morphisme naturel lim^ Di(y, 0^ Z/l"^) 

m^C ® Z/Z™), qui est surjectif par fonctorialité covariante de la cohomologie à support 
compact (voir [HS05], preuve de la proposition 4.12). Et ce morphisme est injectif car le 
morphisme lim^ U\V,'^ (S^ Z/l"^) ^ Hi(C Z//™) l'est. 
Finalement, on a donc des isomorphismes naturels 

m^(c ® z/r) ^ limD^F,'^ ®^ z/r) 

V 

et 

m"(C® Z/Z") = limD°(F,'r g)^ Z/Z™) 

V 

- On combine alors les points 3 ejt 4 pour en déduire que l'on a une dualité parfaite entre les 
groupes m^(C® Z/Z") et m°(C'® Z/Z"). Ceci étant valable pour tout nombre premier Z, on 
en déduit une dualité parfaite entre les groupes lim^ III^(C ®^ Z/n) et lim^ IIl"(C' ®^ Z/n) 
On identifie alors les groupes 111° (C) = lim 111° (Cg)'^ Z/n) en passant à la limite projective 
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dans le diagramme 

^îi°{k,C)/n ^B°{k,C(g>^ Z/n) ^ „îl\k,C) ^0 



^ pO(/fc, C)/n ^ P"(fc, d Z/n) ^ „P^(fc, C) ^ 

et en utilisant la finitude du groupe Ul\C). De même, on identifie les groupes 
lim^ III^(C Z/n), en passant à la limite inductive dans le diagramme 

^ Hi(fc, C)/n ^ n^ik, C 0^ Z/n) ^ „H2(fc, C) ^ 



^ P\k, C)/n ^ Pi(fc, C Z/n) ^ „p2(fc, C) ^ 

qui permet d'identifier lim^ Hi(fc, C^^Z/n) = ll^{k, C) et lim^ pi(fc, C®^Z/n) = P'^{k, C) 
puisque les groupes H^(fc,C), P^(fc,C), H^(fc,C) et P^(fc,C) sont de torsion, et on conclut 
grâce à l'exactitude du foncteur lim qui permet d'identifier lim III^(C (g)'^ Z/n) au noyau de 
lim Hi(fc,C«)L Z/n) -> lim F^k,C (g)^ Z/n). 



Proposition 5.11. 

m^(C) ^ Ker(H"(fc,C)^ ^ P"(fc,C)^) 

Démonstration : H°(fc, C) est discret de type fini, donc le morphisme H''(fc,C)A H''(fc,C)^ 
est un isomorphisme. De plus, pour tout n, et pour toute place v ne divisant pas n, le mor- 
phisme H°(^^,'#(X)^Z/n) lî"{ky,C(g)^Z/n) est injectif (car les morphismes H° {ffy , nKePp) 
iï°(fct,,„Ker p) et H^{&'v,Tx/n{'^)) ^ H^{ky,Tz/n{C)) le sont). Donc pour tout n le morphisme 
P^{k,C)/n Yl^ ^H°(fc„,C)/nj est injectif, ce qui implique que le morphisme P''(/s,C)a 

P°(A:,C)^ est injectif (voir preuve de la proposition 5.4 dans |HS05j ). On a donc un diagramme 
commutatif 

ïi%k,C)r.^^îl%k,CT 



P"(fc,C)A -P"(fc,a)^ 

où la flèche horizontale inférieure est injective, ce qui permet bien de montrer que les noyaux des 
deux flèches verticales sont les mêmes. 

□ 



Théorème 5.12. On suppose Ker p fini. Alors il existe une dualité parfaite de groupes finis, 
fonctorielle en C : 

m2(C) X m°(C') ^ Q/Z 
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Démonstration : On sait que 'H.^{k,C) est un groupe discret de type fini, donc 'H.^{k,C) — > 
H''(/c, C)^ est injective. Donc on a une suite exacte (puisque IIl'^(C) est un sous-groupe fermé de 
H°(fc,C)) : 

0^m°(C)^^H°(fc,C)^->Im(^)^ (2) 

où 6 est le morpfiisme H°(A;, C) P°(A:, (7), et lm{9) est muni de latopologie quotient de H'^(fc, C), 
c'est-à-dire de la topologie discrète. On considère alors le diagramme commutatif suivant : 



P°{k,C) 



La première flècfie verticale est injective, ainsi que la flècfie fiorizontale inférieure (H.^{kv,C) est 
de type fini), donc la flèche horizontale supérieure est injective. Donc le morphisme P°(fc,C') 
P°(fc,C)^ est injectif. En particulier lm{9) s'injecte dans F'-'{k,C)^ . On montre alors le lemme 
suivant : 

Lemme 5.13. On suppose Ker p fini. Alors on a une suite exacte naturelle 

HO(fc,C) ^P°(fc,C) ^Hi(fc,C)^ 

Démonstration : Tout d'abord, sous l'hypothèse de flnitude de Ker p, il est clair par dévissage 
(groupe flni et tore) que III^(C) est flni. On considère le complexe 

limH-i(A:,C®^ Z/n) ^ \imP-\k,Ô 0^ Z/n) ^ \imJi\k,C (S)^ Z/n)" 

n n n 

Celui-ci est exact en utilisant le triangle exact suivant 

Tz/„(C)[1] ^ a ®^ Z/n ^ „Tfe> ^ rz/„(a)[2] 

et la suite exacte de Poitou- Tate pour le module fini rz/„(C'), puis en passant à la Hmite inductive. 
On considère alors le diagramme commutatif à lignes exactes suivant : 



0- 



lim H-i(A;,C)/n ^ lim U.-^{k,C ®^ Z/n) 



■HO(fc,C)t 







lim^ P-^ [k, C)/n > lim^ P-^ (fc, C ®^ Z/n) > po (fc, C),,,, ^ 







^ limJHO(fc, C)^)/n ^ lim^ H^fc, C ®^ Z/n)^ ^ (H^ (fc, C)^)tors - 

dont on a montré que la colonne centrale était exacte. On conclut alors que la troisième colonne 
est exacte par surjectivité du morphisme 

lim P-^ (fc, C) /n lim (H" {k, C)")/n 

n n 

dont le conoyau est m^((7) (8> Q/Z = puisque m^(C) est flni. □ 
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Ce lemme assure donc que Im(é') est un sous-groupe fermé de P'^(fc,C), donc les arguments 
précédents impliquent que le morphisme Im(é')^ — > P"(fc, C)^ est injectif. En revenant alors à 

la suite exacte Q, U1°{C)^ s'identifie au noyau Ker(H°(fc,C)^ ^ P°(fc,C)^), et donc aussi à 
111° (C) par la proposition 15.111 On utilise alors la finitude de 111° (C) (lemme [F!9|) et le résultat 
de dualité globale (proposition 15.10]) pour conclure. □ 

5.4 Dualité entre in°(C) et 1IL^{Ô) 

Dans cette partie, les résultats de dualité ne seront pas valable en général, mais seulement pour 
certains complexes de tores particuliers. On est amené à imposer deux types de conditions sur 
C = [Ti A T2] : 

1. Ker p est fini. Cette hypothèse sera vérifiée dans le cadre de la cohomologie abélianisée des 
groupes réductifs. On voit facilement que la condition de finitude de Ker p est équivalente à 
la condition lim „(Ker p) = 0. 

2. p est surjective. Cette hypothèse impHque que C est quasi-isomorphe à un objet M[l], 
où M :— Ker p est un /c-groupe de type multiplicatif. Réciproquement, tout fc-groupe de 
type multiplicatif peut s'écrire comme le noyau d'un morphisme de tores surjectif. Par 
ailleurs, on constate facilement que la condition de surjectivité de p équivaut à la condi- 
tion lim^^Tz/„(C) = 0. 

5.4.1 Cas où Ker(p) est fini 

Dans cette section, sous l'hypothèse de finitude de Ker(p), on montre l'existence d'une dualité 
parfaite entre les groupes IIl" (C) et III^(C'), puis on identifie m°(C) avec le noyau de H''(fc, C)^ — > 
P0(A:,C)^. 

Tliéorème 5.14. Supposons que Ker(p) est fini. Alors il existe une dualité parfaite de groupes 
finis, fonctorielle en C : 

m^(C) X rn^ic) Q/z 

Démonstration : On commence par montrer la finitude du groupe III^ (C) . Pour cela, on remarque 
que l'on a un triangle exact 

M[l] -^C ^ M[2\ 

où M := Ker p est un fc-groupe de type multiplicatif et T :— Coker p un k-toxe. On obtient alors 
un diagramme commutatif de suites exactes : 

H^{k,f) ^tl^{k,C) ^H^k,M) ^H\k,f) 



P^{k,f) ^P2(fc,(7) ^P\k,M) ^P^{k,f) 

On sait que les première et dernière flèches verticales sont des isomorphismes de groupes flnis. La 
finitude de m^(C) résulte alors de la finitude de m^(M) (voir théorème 8.6.7 de |NSWQ8| ou 
théorème 15. 23p et du lemme du serpent appliqué au diagramme précédent. 
Poursuivons alors la preuve du théorème 15.141 avec le lemme suivant : 

Lemme 5.15. Pour tout n > 0, le morphisme F'^{C)/n H°(fc^, C)/ri est injectif, d'image 

le produit restreint des 'H.'^{ky, C)/n par rapport aux H°j.(A:„, C)/n. 
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Démonstration : Il suffit de montrer que, pour presque toute place v, dans le diagramme suivant 
H0(^^, C) n^i^v, C) ^ H0(^„, C Z/n) 



HO(fc„,C) 



■U°(k^,C(E)^ Z/n) 



la troisième flèche verticale est injective. Pour ce faire, on utilise la décomposition de C Z/n 
déjà utilisée plus haut : on a un diagramme commutatif à lignes exactes : 

H^â,,n{Kerp)) H0(^,, C 0^ z/n) H\d,,T^,^{C)) 



//2(fc„„(Kerp)) 



HO(fc„,C®L z/n) 



■ H\k,,T^,.^{C)) 



On suppose que v ne divise pas n. Alors iî^(i^t,, „(Kerp)) = (puisque iî^(^^, „(Kerp)) = 
H'^{¥y,n (Kerp)) car v ne divise pas n, et est de dimension cohomologique 1), et la troisième 

flèche verticale est injective, puisque le groupe ^^^(^i,, Îz/„(C)) est le dual de H^{^v,Tz/n{C)) 
qui est nul par dimension cohomologique. Cela assure bien l'injectivité de la seconde flèche verticale 
pour presque toute place v, et donc le lemme. □ 

Poursuivons la preuve du théorème 15.141 Pour toute place v, la suite suivante 

O^H"(fc„,C)/n^H"(fc„,C®^ Z/n) ->„Hi(fc,„,C) ^0 

est exacte. De même, pour toute place f ^ S, la suite 

O^H°(^^,<^)/n-^H°(^^,<^®^ Z/n) ^ „Hi(^„,<r) ^ 

est exacte. Considérons alors le complexe suivant : 

T>°{k,C)/n P"(fc,C®^ Z/n) „P^(fc,C) 

L'exactitude des deux suites précédentes assure la surjectivité de la seconde flèche. La première 
partie du lemme [5 . 1 51 assure que la première flèche est injective, et enfln la seconde partie du lemme 
15.151 assure l'exactitude du complexe précédent en P"(fc,C(g)^ Z/n). Par conséquent, on dispose 
d'un diagramme commutatif à lignes exactes : 



0- 



■H"(fc,C)/r 



■HO(fc,C®L Z/n) 



„Hi(fc,C) 



(3) 



0- 



■ P"(fc, C)/n ^ P<'(fc, C 0^ Z/n) ^ „pi(/c, C) ^ 



On passe alors à la limite projective sur n : on obtient 

^HO(fc,C)A ^Inn U^^ik, C ®^ Z/n) 



(4) 



-P°(fc,C), 



■ lim pO(fc,C®LZ/n) 
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Or Qi est un sous-groupe du module de Tate r(H^(/c,C)), et donc Ker /3 est contenu dans 
r(m^(C)). Or Ul\C) est fini (voir théorème [Hïl) , donc /? est injective. Donc m^(C) = Ker 0o 
est isomorphe à Ker 9. 

Proposition 5.16. Supposons que Ker(p) est fini. Alors il existe une dualité parfaite 

Ker 9 xUI^ ^lim(7 ®^ Z/r}j Q/Z 

Démonstration : On fait l'hypothèse que Ker{p) est fini. On fixe un nombre premier l, et U un 
ouvert sur lequel C s'étend, et de sorte que l soit inversible sur U. 

Lemme 5.17. On a une dualité parfaite fonctorielle en C : lim D°(J7, 'g'®^Z/;")xD^([/, lim ''é'®^ 
Z/Z") ^ Q/Z. 

Démonstration : En effet, on dispose du diagramme suivant à lignes exactes : 

^ lim^^ D0([/, ®^ Z/r) ^ lim^^ H"(?7, ^ ®^ Z/f') ^ Imi^^ (0„es H"(fc„, 0^ Z/r)) 



^Di([/,lim^'f ®L z//«)i3 ^ (lim^Hi(C/,#(8)L Z/r))^ ^ (lim^^ 0„ç5. HO(fc„, z/r))^ 

l'isomorphisme de la colonne centrale provient de la dualité globale en cohomologie étale (proposi- 
tion HUl)- Concernant la troisième flèche verticale, on va montrer que c'est un isomorphisme. Pour 
cela, on considère une place v de S, et on s'intéresse au diagramme suivant, à lignes exactes 

rz/„(C)) H\K, .n^er p) H0(A;,, C ®^ Z/n) H\K,T:^,^{C)) iï3(fc„, „Ker p) 



H^{K,T^/n{C))'' ffO(fc,,„K^p)^ -H"(fc„a®i' Z/n)^ iïi(fc«, Tz/JÔ))^ i/-i(fc„, „K^p) 

Alors par le théorème de dualité locale pour un module flni sur un corps hensélien (théorème 
I.2.14.(c) et théorème 1.2. 13. (a) de |Mil06) ). les deux premières flèches verticales et les deux der- 
nières sont des isomorphismes, donc la flèche centrale également. Par conséquent, en revenant au 
premier diagramme, on a bien la dualité annoncée. □ 

Lemme 5.18. Le morphisme canonique lim^^ H°([/, (g)^ Z/l") lim^^ H°(fc, C (g>^ Z/l") est 
injectif. 

Démonstration : La flnitude de Ker(p) assure que lim^ (U, inKer{p)) = 0. Par conséquent, un 
dévissage assure que les lignes du diagramme suivant sont exactes (les groupes étant finis, on peut 
passer à la Hmite projective) : 

s-lim^^HO([/,'^®L z//n) ^lun^^H\U,Tz/i^i'é')) 



\im^U°{k,C (S)^ Z/Z") ^lim^iïi(fc,Tz/i..(C)) 

Or la dernière fièche verticale est injective (voir |Mil06| . II. 2. 9), donc ce diagramme assure le ré- 
sultat. □ 
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Lemme 5.19. Pour toute place v de k hors de E, lim^ H-^(^„, ^ (g)-"" Z/l"-) = 0. 
Démonstration : On écrit la suite exacte de cohomologie sur : 

Or par dimension cohomologique, les groupes Tz/i" (C*)) sont nuls pour i > 2, d'où un 

isomorphisme 

On prend la limite inductive, et on remarque que la finitude de Ker(p) implique la nullité de 
lim i-K^Tp), d'où lim HV^^,, (7 ® Z/FM =0. □ 

L'objectif est désormais de passer à la limite sur V dans le lemme 15.171 pour en déduire la 
proposition [mSl Avant de passer à la limite, définissons les morphismes de transition : %\V 
est une immersion ouverte, la fonctorialité covariante de la cohomologie à support compact induit 
un morphisme canonique lim^^ D°(V^, ^ Z/l"') lim^ D ®^ Z/Z"). En ce qui concerne 

on considère le morphisme naturel lim^ H^(J7, ^ ®^ Z/Z") lim^ H-^(y, 0^ Z/Z"), et grâce 

au lemme [5TT91 le sous-groupe (f7, lim^ # ®^ Z/Z") de \ua^ïi^{U,'i' Z/Z") s'envoie dans 

Di(F, lim^^ Z//"), d'où un morphisme canonique Di([/, lim^ Z//") -> 0^(1/, lim^ 

z/r).^" 

Lemme 5.20. On a des isomorphismes canoniques 

1. lm^lini^D°(y,'^(8)'"Z//") = lim^ m°(fc, C(8)^Z/Z"), où les flèches de transition proviennent 
de la fonctorialité covariante de la cohomologie à support compact. 

2. lim^Di(T/,lim^"#®L Z/r) = m^(fc, Inn^ C ®^ Z//"), où les flèches de transitions sont 
données par le lemme \5.19[ 

(V décrit les ouverts non vides de U). 
Démonstration : 

1. Lelemme[5ll8]assurequeronanvlini^D°(l^,'^«'Z//") = lim^ m°(fc, C®^Z/r). On utilise 
alors la fonctorialité covariante de la cohomologie à support compact pour voir l'intersection 
comme une limite projective : si F' C V, on a une inclusion canonique (dans lim H°(fc, CÇ^^ 
Z/r)) lim^D0(F','^(8)Z/Z") C lim^D°(y,'r (8)Z/Z"). 

2. Le lemme [5.191 implique que, si V C V, le morphisme naturel lim^^ H^(y, Z/Z") 

lim^Hi(F','#®L Z//") envoie T>^(y,lmi^€ (^^ Z/l") dans Di(V"', lim^ ®^ Z//"). En 
considérant les images 

^i(F,lim#®^ Z/r) :=Im (n\V,lmi€®^ Z/r) \miH.\k,C (g>^ Z/r) 

n \ n n 

dont la réunion sur tous les ouverts V donne exactement lim^ C 0^ Z/Z"), on déduit 

de cette propriété un morphisme surjectif 

limDi(F,lim#®^ Z/r) -> m^(fc,limC®^ Z/P) 

V n n 

Ce dernier morphisme est injectif par les principes généraux de cohomologie étale : en effet, 
le morphisme lim^ H^(V, lim^ 'é' (E)^ Z / 1'^) îl^{k, lirn^^ C (^^Z/l'"-) est un isomorphisme par 
dévissage à partir du théorème VIL6.7 de |AGV73j . 
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□ 

On conclut la preuve de la proposition 15 . 161 de la façon suivante : le lemme [ÏÏ. 1 71 fournit une dua- 
lité parfaite entre le groupe profini lim^^ D°(F, '^^ ^Z/l^) et le groupe discret D^(V", lim^ '^(gj'^Z/Z"). 
Enfin, en passant à la limite sur les ouverts V, et en utilisant le lemme [5?2Ô1 on en déduit une dualité 
parfaite entre le groupe profini lim in°(fc, Cig)^ Z/r) et le groupe discret ini(fc, lim C^^Z/r). 
Ceci étant valable pour tout nombre premier / , on en déduit la proposition l5.16t à savoir une dualité 
parfaite entre le groupe compact Ker{d) et le groupe discret III^(fc, lini^ C Z/n). □ 

Pour finir la démonstration du théorème 15.141 on va identifier le groupe III^(lirn^ C Z/n) 
avec le groupe III^(C'). Pour ce faire, on considère les suites exactes : 

Hi(fc, C) (S) Z/n ll\k, C ®^ Z/n) ^„ li^{k, C) ^ 

et pour chaque place v : 

^ Hi(fc„, C) ® Z/n Hi(fc^, C ®^ Z/n) ^„ n^(k^,C) G 

On passe à la limite inductive sur n, et on obtient, puisque les groupes H^(fc, C), H^(fc,C), 
ïV-{kv,C) et ïî^{kv,C) sont de torsion, des isomorphismes : 

Hi(fc,limC®^ Z/n) = ïî^ik^C) 

n 

et en prenant le produit sur toutes les places v : 

Y[ll\k^,lunÔ (g)^ Z/n) = Y[ll^{ky,C) 

On déduit immédiatement de ces deux isomorphismes l'identification annoncée, à savoir 

m^lim C (g)^ Z /n) ^m^{C) 

n 

ce qui conclut la preuve du théorème 15.141 

□ 

On conclut cette section par un lemme, qui nous sera utile dans la section [6l 

Lemme 5.21. Le groupe 111° (C) est canoniquement isomorphe au groupe Ker (H°(fc, C)^ P*'(C)^) . 

Démonstration : Voir proposition 5.4 de |HS05j . On sait en effet que nH°(fci,,C) C H°(fc„,C) 
est un sous-groupe ouvert d'indice fini (cas des tores et finitude de H^{ky,Ti)). Cela assure que 
le morphisme canonique P°(C)a P°(C)^ est injectif. On montre ensuite la surjectivité du 
morphisme Ker 9o Ker /3o dans le diagramme suivant : 

HO(A,C)a— P"(C)a 



HO(fc,C)^ — ^PO(C) 
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Pour cela, on raisonne comme dans la proposition 5.4 de |HS05) . en tenant compte des corrigenda 
à propos de la page 120 de |HS05j : on va montrer que le morphisme 6*0 : H°(fc, C)a T''^{k, C)a 
est strict. Soit n > 1, considérons le diagramme suivant : 



iï2(fc,„(Ker p)) 



HO(fc,C®L Z/n) 
f 



■ P°{k, C z/n) P\k, Tz/niC)) 



H°(fc,„(K^p))^ HO(fc,a ®L z/n)D H\k,Tz/n{C))'' 

dont les lignes, ainsi que les deux colonnes extrêmes, sont exactes (pour les colonnes, c'est la suite 
de Poitou- Tate pour les modules finis). Montrons que Im / est un sous-groupe discret de P°(fc, C) : 
on a une suite exacte de groupes topologiques 

— > Im / n Im g — > Im / Im ft. (5) 

où tous les groupes sont munis de la topologie induite par les topologies adéliques sur P°(fc, C ®^ 
Z/n) et P^{k, Tz/n{C)). Le groupe H^(k, Îz/„(C)) est discret, et h est d'image fermée par Poitou- 
Tate, donc h est d'image localement compacte, et donc h est stricte par |HR79) . 5.29. Donc le 
groupe Im h est discret. De même, le groupe P^(fc,„(Ker p)) est discret, g est d'image fermée 
donc localement compacte par Poitou- Tate, et on en déduit que Im g est également discret, tou- 
jours grâce à |HR79) . 5.29. Par conséquent, dans la suite exacte le groupe Im / admet le 
groupe discret Im / n Im 5 comme sous-groupe ouvert (c'est l'image réciproque de l'ouvert {0} 
du groupe discret Im h par le morphisme Im / Im h), donc le groupe Im / est lui-même 
discret. On considère alors le diagramme Q : on vient de montrer que l'image du morphisme 
/ : H°(fc,C (g)^ Z/n) P"(fc,C (g)^ Z/n) est discrête. Le diagramme ®, ainsi que [HR79], 5.29, 
assurent que les morphismes ll°{k, C)/n îl°{k, C ®^ Z/n) et P"(fc, C)/n P"(fc, C g)^ Z/n) 
sont stricts. Donc l'image de p„ : H'^{k,C)/n F'^{k,C)/n s'identifie (topologiquement) à un 
sous-groupe de l'image de H°(fc, C ®^Z/n) P'^(fc, C ®^ Z/n), laquelle est discrète. Donc l'image 
de pn est discrête, donc fermée, donc localement compacte, donc le morphisme p„ est strict (par 
|HR79) ■ 5.29). Enfin, Ker p„ est fini et H°(fc, C)/n est discret, donc la limite projective des mor- 
phismes stricts Pn est un morphisme strict 6*0 : H°(fc,C)A — > P°(fc,C)A (voir |HS05) . corrigenda). 
Ce fait, joint à l'injectivité de P°(fc, C)a — > P'^(A;, C)^, assure que Ker 6*0 Ker /3o est un isomor- 
phisme. □ 



5.4.2 Cas où p est surjective 

Dans cette section, on montre une dualité parfaite entre les groupes finis m"(C) et m^{c) 
sous l'hypothèse que le morphisme p est surjectif. 

Remarque 5.22. Si l'on suppose que p est surjectif, cela implique que le complexe C est quasi 
isomorphe à (Kerp)[l], et donc on va ici retrouver un résultat de dualité globale pour un groupe 
de type multiplicatif (voir par exemple [NSWOSj . théorème 8.6.7). 

Théorème 5.23. Supposons que p est surjective. Alors il existe une dualité parfaite de groupes 
finis, fonctorielle en M : 

m°{c) xui^ic) ^Q/z 
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Démonstration : Fixons un nombre premier l et un ouvert U :— Spec{ûk,s) de Spec(^fe) sur lequel 
C s'étend en un complexe surjectif de J7-tores de sorte que l soit inversible sur U. On remarque 
alors les faits suivants : 

- Le morphisme H.^{U,'é'){l} H''(fc, C){1} est injectif si U est suffisamment petit. En effet, 
on considère un triangle exact de la forme 

^ -> ^[-1] ^ -> ^[1] 

où ^ est un J7-tore (la composante connexe de Ker p) et ^ un J7-schéma en groupes 
de type multiplicatif fini. On conclut en remarquant que H°(U,,^){1} H^{k, F){1} est 
un isomorphisme (puisque F est localement constant) et H^{U, ^){l} H^{k, F){1} et 
H^iU, £^){l} H^{k, T){1} sont injectifs (voir la proposition 2.9 de |Mil06) pour le premier, 
et la proposition 4.1 et les corrigenda de |HS05) . ainsi que la preuve de la proposition 15.31 
pour le second). 

- De même, '¥P(U,f){l] ^ li^{k,C){l} est injectif. 

- Pour tout ouvert V de U, les groupes D°(y,^){?} et D2(1/,#){/} sont finis. En effet, en 
utilisant à nouveau le dévissage précédent, on sait que H^{V, est fini, que D^{V, ^){l} 
est fini, et que H^{ky,F) est fini pour toute place v, donc le lemme du serpent assure la 
finitude de D''(V, '^){Z}. Pour le groupe 'D'^{V,'^){1}, on utilise le même dévissage. 

- Comme dans la preuve du lemme 4.7 de |HS05| . on déduit des points précédents qu'il existe 
un ouvert Ug dans U tel que T)°{V,'é'){l} ^ Ul°{k,C){l} et T>^{V,'i){l} = m^(fc,C){/} 
pour tout V dans Uq. 

- On conlut la preuve du thêorème l5 . 231 grâce au corollaire l4.6[ en remarquant que H'^(fct,, C) — > 
H'^(fct,, C)^ est un isomorphisme car H°(fct,, C) est fini sous l'hypothèse de surjectivité de p. 

□ 



6 Deux suites de Poitou- Tate 
6.1 Cas où Ker p est fini 

6.1.1 La suite exacte de Poitou- Tate 

Théorème 6.1. Soit C = [Ti T2] un complexe de tores défini sur k, avec Ker(p) fini. On a 
alors une suite exacte fonctorielle en C : 

^ H-i(fc, C) ^ p-^fc, C) ^ H2(fc, C)° 



Hi(yfc, C)" ^ P°(fc, C)^ ^ HO(fc, C) 



Hi(fc, C) ^ V\k, C) ^ HO(fc, C)^ 



■ ' 

H-i(fc, C)^ ^ V^{k, C) ^ H2(fc, C) 
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On dispose également, sous les mêmes hypothèses, de la suite exacte duale : 
^ H-i(fc, C)^ ^ P-i(fc, C)" ^ H2(fc, C)^ 



Hi(fc, C)^ P0(A:, C) ^ H"(fc, C) 



^ H-i(fc, C-)^ ^ p2(/fc, C) 



Démonstration : 

- Montrons l'exactitude de la deuxième ligne. 
Pour cela, on commence par le lemme suivant : 
Lemme 6.2. On suppose Ker p fini. Alors la suite 



H2(fc,C7) 



limH°(fc,C0^ Z/n) limP''(fc, C 0^ Z/n) ^ H"(fc, limC ® Z/n) 



D 



est exacte. 

Démonstration : Considérons le diagramme à lignes exactes suivant : 
rz/n(C)) HHk,n(Kev p)) HO(fc, C 0^ z/n) H\k, Tz/„(C)) H\k, „(Ker p)) 



P°{k, Tz/n{C)) P^ik,niKev p)) pO(fc, C z/n) P\k, Tz/„(C)) p3(fc, „(Ker p)) 



iï2(A:,rz/„(C)^ i/"(fc,„(Kirp))^ HO(fc,C ®L z/n)^ H\k,T,z,^{C))^ 



Les groupes de la colonne de gauche étant finis ou compacts, et l'image du morphisme 
P^{k,Tz/niC)) p2(fc, „(Ker p)) étant finie (car compacte et discrète), le théorème 7.3 
de |Jen72| assure que l'on a un diagramme à lignes exactes (où lim^^-' désigne le foncteur 
dérivé du foncteur lim) : 



lim ij2(fc,„(Ker p)) ^ lim H"{k,C Z/n) 



lim p2(fc, „(Ker p)) ^ lim P°{k,C (^^ Z/n) ■ 



lim^^ ^ lini(i) P^" 



lim Q2 



■ lim^^^ P," 



lim i/0(fc,„(Kerp))^ ^ lim H"(fc, C z/,^)^ ^ lim H^{k,Tz/n{C))° ^0 
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où les groupes P", P^, Q" et Q2 sont définis par les suites exactes de groupes topologiques 
suivantes : 

i/"(fc,Tz/„(C)) ^ H^k, r^iKev p)) ^ (7) 

^ Pr ^ H"(fc, C 0^ Z/n) H\k, Tz/niC)) 



P'{k,Tz/n{C)) ^ P'(fc,„(Ker p)) ^ PJ' ^ 
^ P« ^ P0(fc, C ®L Z/n) ^ Pi(fc, rz/„(^^)) 

iï=^(fc, „(Ker p)) H"(fc, C ®^ Z/n) ^ Q'/ ^ 
^ Ql' ^ H\k,Tz/n{C)) ^ iï3(fc,„(Ker p)) 

p2(A:, „(Ker p)) -> P°(fc, C 0^ Z/n) ^ Q^' ^ 
^ -> P^(fc,rz/„(C)) - p3(fc,„(Ker p)) 
Or ces groupes s'intègrent dans le diagramme à lignes exactes suivant 



(8) 



.lim Q'I 



■\ïmH\k,Tz/niC)) 



lim R'I 



(9) 



.lim Q^' 



lim^ PHfc,Tz/„(C)) 



lim m 



lim^^iîi(fc,Tz/„(a))^ 

où Ri et P2 sont les noyaux respectifs des morphismes H^{k, „(Ker p)) H^(fc, C®''^Z/n) et 
p3(fc,„(Ker p)) pi(A:,C®^ Z/n). Les groupes iï3(fc,„(Ker p)) et p3(fc,„(Ker p)) étant 
isomorphes par Poitou- Tate, l'exactitude à gauche du foncteur lim^ assure que la flèche 
lim^ P" lim^ R2 est injective. 

Montrons alors le lemme : soit a G lim^ P*'(fc, C (S^^Z/n) d'image nulle dans lim^ H°(A;, C®'^ 
Z/n)^. On veut montrer qu'un tel élément se relève dans lim^ H°(fc, C (S^^ Z/n). Pour cela, 
on pousse a dans lim^ P^(fc, Tz/„(C)). Par fonctorialité, l'élément /? G lim^^ P^jk, Pz/n(C)) 
ainsi obtenu s'envoie sur dans lim^ Tz/„(C))^. 

Par Poitou- Tate, la deuxième colonne du diagramme ^ est exacte (on utilise ici la fini- 
tude de Ul\k,Tz/n{C)) pour passer à la limite projective dans la suite exacte de Poitou- 
Tate), et donc /3 se relève en un élément 7 S lim H^{k,Tz/n{C)). Or /3 provient de lim Q2 
(c'est l'image de a), donc l'image de P dans lim Pj est nulle, et par injectivité de la fièche 
lim^ P" lim^ P2 , l'image de 7 dans lim^ P" est nulle. Donc par exactitude de la première 
ligne du diagramme ^ , 7 provient de lim^ Q" . 

Revenons alors au diagramme initial ^ : on est dans la configuration suivante : a G 
lim^P°(fc,C Z/n), son image 7 G lim ^^ Q" provient d'un élément 7' G lim ^^ Q" . Mon- 
trons désormais que 7' se relève dans lim^H''(/c, C Z/n) : il suffit pour cela de montrer 
que le morphisme lim*-^-* P" lim'-^-' P^ est injectif. 
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Or Tz/niC) est fini, donc lim^^-* H'^{k^Txin{C)) — 0, et donc par la suite exacte ([7]), on sait 



que 



(1) , (1) 
liniF2(fc^„(Ker p)) ^ limP^ 



(10) 



De même, le groupe P^{k,Tz/n{C)) est compact, donc lim^^^^ P^{k,Tz/n{C)) = et donc 



(1) , (1) 
limP^{k,n{Ker p)) ^ limPj" 



(11) 



grâce à la suite exacte Si /„ désigne l'image de iî^(A;,„(Ker p)) dans P^(fc,„(Ker p)), 
puisque m2(fc,„(Ker pj) est fini, on a un isomorpliisme 



(1) , (1) 
limiï (/c,„(Ker pj) = lim/„ 



(12) 



Or par Poitou- Tate, le conoyau de iî^(fc, „(Ker p)) P^(A:,„(Ker p)) est exactement le 
groupe fini iï'^(fc,„(Ker p))^ , donc on a une suite exacte 



D 



-> /„ ^ P^{k, ^{Ker p)) ^ i/°(fc,„(Ker p)) 

qui après passage à la limite projective donne la suite exacte : lim^ iï°(A;, „(Ker p))^ — > 
W^^ /„ ^ P^{k, ^{Ker p))^0 

Or par hypothèse Ker(p) est fini, donc lim iî"(fc,„(Ker p))^ = 0, donc cela prouve que le 
morphisme 



(1) 



(1) 



lim/„ limP (fc,„(Ker p)) 



(13) 



est un isomorphisme. 

Ainsi, en combinant les isomorphismes (fïÔl) . (fïTI) . (fT2l) et (fT3|) . on a bien montré que le 
morphisme PJ* était un isomorphisme. 

On a donc désormais un élément r G Hm H°(A:, C (g)'" Z/n) relevant 7' G lim Q?. Notons 
r' l'image de r dans lim^ P"(fc, C (8)'^ Z/n). Par commutativité et exactitude du diagramme 
a et t' dans lim ^^ P"(fc, C (E>^ Z/n) ont même image dans lim^^ Q2 • Donc la différence se 
relève dans lim^ P^(fc, „(Ker p)). Mais l'hypothèse de finitude sur Ker p assure que le groupe 
lim P^(fc, „(Ker pj) est trivial, donc r' = a, ce qui conclut la preuve du lemme lOl □ 



On considère alors à nouveau le diagramme commutatif, dont les deux premières lignes 
sont exactes : 



0- 



■H"(fc,C)A- 

So 

■P°(fc,C)A- 

B.\k,d)^ 



■lim^^H"(fc,C®L Z/n) ■ 


■ lim^^P"(A:,C®L Z/n)- 
HO(fc,lim C(g>Z/n)^ 



■Q2 



■0 
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On sait que la colonne centrale est exacte par le lemme 16.21 Or la colonne de gauche est un 
complexe par la loi de réciprocité globale du corps de classes. De plus, le morphisme /3 est 
injectif, donc une chasse au diagramme assure que la colonne de gauche est exacte, à savoir 
la suite 

HO(fc, C)a ^ P°(fc, C)a ^ Hi(fc, C)^ 
est exacte. On prend la complétion profinie de cette suite, on obtient le complexe 



Celui-ci est exact par les considérations topologiques suivantes (voir par exemple |HS05) . 
preuve du théorème 5.6) : en reprenant la preuve du lemme [6^ et en utilisant le fait que 

Coker (lmiiîi(fc,rz/„(C)) ^limP\fc,Tz/„(C)) ) 



est profini (suite de Poitou- Tate pour les modules finis), on montre facilement que 

Coker (H°(fc, C)a ^ 'P°{k, C)a) 

est profini, donc / Im ^P''(fc,C)A H^(fc,C)^^ est un sous-groupe fermé profini de 
H^(A:,C')^. Or en complétant la suite exacte 

HO(fc,C)A^P°(fc,C)A ^/-O 

on obtient une suite exacte 

H°(fc, C)^ ^ P°(fc, C)^ ^ /'^ ^ 

et / étant profini, on a = / et donc H^(fc, C)^ est injective, ce qui assure l'exactitude 

de la deuxième ligne du diagramme du théorème 16. 1^ à savoir 



H°(fc, C)^ ^ P°(fc, CY ^ Hi(fc, C)^ 

Pour la troisième ligne, le raisonnement est plus direct : on considère cette fois le diagramme 
commutatif suivant : 



ff3(fc,„(Ker p)) 



p3(fc,„(Ker p)) 



Hi(fc,C®L Z/n) 



■ H\k,Tz/n{C}) -i/4(fc,„(Kerp)) (14) 



■Pi(fc,C®L Z/n) 



■P2(fc,Tz/„(C)) 



p4(A;,„(Ker p)) 



H-i(/c,C0L Z/nY 



D 



On sait que la troisième colonne est exacte, et que les deux fièches verticales extrêmes sont 
des isomorphismes. Une chasse au diagramme assure que la deuxième colonne est exacte. En 
outre, les finitudes de iï^(fc,„(Ker p)) et III^(fc, rz/n(C)) assurent celle de m^(fc, C®^Z/n), 
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donc on peut prendre la limite projective de la deuxième colonne pour obtenir la suite exacte 
suivante (puisque lim^^' Ill^fc, C '^^ Z/n) = 0) : 

limHi(fc,C(g)^ Z/n) \imF\k,C (g)^ Z/n) limIl-\k,Ô Z/n)" 

n n n 

Or on dispose pour tout n de la suite exacte naturelle, 

^ H^(fc, C)/n U\k, C (E)^ Z/n) „H2(fc, C) ^ 
D'où un diagramme commutatif à lignes exactes 

^ Hi (fc, C) A ^ l™,, Hi (fc, C ®L z/n) ^ Qi ^ Q 

^ Pi(fc, C)a ^ lm„ PHfc, Z/n) ^ Q2 ^ 



^ (H"(fc, C)^)a ^ 1hB„ H-i(fc, 5 z/n)^ ^ Q3 ^ 

Or on a vu que la deuxième colonne était exacte, et Ker(/3') est contenu dans lim^„III^(C), 
or III^(C) est un groupe fini (voir théorème 15. 12p . donc son module de Tate est nul, donc /?' 
est injective, donc une chasse au diagramme assure que la première colonne est exacte. Reste 
à montrer que l'on peut "enlever" les complétions dans cette suite. Pour cela, on utilise la 
finitude de KeT{p) pour montrer que les groupes H^(fc, C) et P^{k, C) sont de TV-torsion pour 
un N suffisamment grand. En effet, on peut dévisser C dans une suite exacte de complexes 
de la forme 

^ Kev{p) ^ Ti ^ Ti ^ 

p 

^ ^ T2 T2 ^ 

où Tl est le fc-sous-tore de T2 image de Ti par p. Notons alors S T2/TI le tore quotient. 
Le diagramme précédent induit alors une suite exacte en hypercohomologie : 

H^{k, Kerip)) ll^k, C) H\k, S) 

Or, par Hilbert 90 et par restriction-corestriction, le groupe H^{k,S) est de r-torsion, où 
r := [L : k] est le degré d'une extension L/k déployant le tore S, et le groupe H'^{k, Ker(p)) 
est de r'-torsion, où r' est le cardinal du groupe fini Kei{p){k). Donc H^(fc, C) est de = rr'- 
torsion. Cela assure que H^(fc,C) = H^(fc,C)A. De même, P^(fc,C) = P^(A:,C)a. Avec ces 
identifications, l'exactitude de la suite H^(fc,C)A ^ P^(fc,C)A (H'^(fc,C)^)A implique 
immédiatement celle de la suite 

îl\k, C) ^ Pi(fc, C) H"(fc, C)" 

c'est-à-dire l'exactitude de la Hgne 3 dans le théorème 16.11 
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Montrons l'exactitude de la dernière ligne : on s'intéresse au diagramme commutatif suivant 
dont les colonnes sont exactes : 







Hi(fc,C)A 







■pi(fc,c)A 







(15) 



(„HO(fc,C))' 



Hi(fc, C ®L Z/n) ^ Pi(fc, C ®L Z/n) ^ H-i(fc, C (g,^ Z/n^^ 



„H2(A:,C) 



U-\k,C)/n 





Or on a montré dans la preuve du point précédent l'exactitude de la deuxième ligne : 
U\k, C Z/n) Pi(fc, C ®^ Z/n) H-i(fc, C ®^ Z/n)^ 

On passe à la limite inductive sur n dans le diagramme lfT5|) . Puisque H°(fc, C')tors est fini, 
le module de Tate T(H"(fc,C)) est nul, et donc on obtient le diagramme suivant dont la 
première ligne est exacte (H^(fc,C) et P^(A:,C) sont de torsion, car ll'^{Û'y,'rf) = pour 
presque toute place v de k) : 



Ri (k, lim^ C ®L z/n) ^ pi (fc, lim^ C 0^ z/n) ^ (ihn^ (fc, C «.^ Z/n) 



D 



H2(fc, C) P2(fc, C) (H-i(fc, C)a) 

(la surjectivité de la dernière flèche de la première ligne provient de la flnitude du conoyau de 
P^(fc,C(X)'" Z/n) — > H^^(fc,C' Z/n)^, laquelle est une conséquence du diagramme ^^). 
Or les deux premières flèches verticales sont des isomorphismes également, puisque lim^ H^(fc, C)/n = 

et lim^ P^{k, C)/n = car U^ik, C) et P^(fc, C) sont de torsion (on rappelle que li^{êy,'é') = 
pour presque toute place v). Donc la suite 

H2(fc,C) ^p2(fc,C) (H-i(fc,C')A)^ ^0 

est exacte. En outre, le groupe discret de type fini H^^(fc, C) a même dual que son complété 
H~^(A;,C)a. D'où l'exactitude de la dernière ligne du diagramme du théorème. 
- Pour la première ligne, l'exactitude de la suite 

^ H-i(fc, C) P"^(fc, C) H2(fc, C)^ 

se déduit immédiatement du début de la suite de Poitou- Tate associée au module fini Ker(p). 
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- Montrons enfin l'exactitude dans les "coins" du diagramme : c'est exactement la traduction 
des dualités globales montrées précédemment, à savoir pour le coin en 
haut à droite (théorème [SU]), m^(C) ^ HI^C)^ pour le coin au milieu à gauche (théorème 
[ÏÏ?7l) . et enfin ffl^(C) ^ Ul"{C)° pour le coin en bas à droite (théorème l5.12p . 

- Considérons maintenant la suite exacte duale : les raisonnements sont similaires à ceux 
des points précédents. Pour la première Hgne, il suffit de duaHser la dernière Hgne de la 
première suite de Poitou- Tate, ou alors de montrer par dévissage l'exactitude de la suite 
lim U-^k,C ®^ Z/n) lim p-^k,C ®^ Z/n) lim HVfc,C®L Z/n)^ et d'utiliser 

la finitude de IIl'^(C') (voir lemme [F!9|) . Pour la deuxième ligne, on montre par dévissage 
l'exactitude de lim H-i(fc, C(g)L Z/n) ^ lim p-i(fc, C^^ Z/n) ^ lim HVfc, C®^ Z/n)^, 

puis on utiHse la finitude de III^(C) et le fait que H°(fc, C) et P°(fc,C') soient de torsion 
(puisque Ker p est fini) pour en déduire l'exactitude de la deuxième ligne. En ce qui concerne 
la troisième ligne, on montre par dévissage l'exactitude de la suite lim^^ H"(fc, C (E)^ Z/n) — > 

lim^P°(fc,C ®L Z/n) ^ lim^ HO(fc, C Z/n)^, et la finitude de Ul\C) assure l'exacti- 
tude de le troisième ligne du diagramme. Pour la quatrième ligne, on montre l'exactitude de 
lim^^ H2(fc, Ô ®L Z/n) ^ lim^^ P^{k, C ®^ Z/n) ^ lim^ H-2(fc, C 0^ Z/n)^ et on conclut 

par finitude de H'^(fc, C) et par le fait que tP{k, C) et P^(fc, C) soient de iV-torsion pour un 
certain entier N. Enfin, pour les coins de ce diagramme, on utiHse à nouveau les théorèmes 

[EU [132 et EU 

□ 



6.1.2 Lien avec une suite de Borovoi et description explicite des accouplements 

Dans toute cette partie, l'hypothèse de finitude de Ker{p) est essentielle. On définit le complexe 
C := X^,{Ti) X.^,{T2) , où X^,{Ti) désigne le modules des cocaractères du tore T^. Suivant 
Borovoi (voir |Bor98) . chapitre 4), on considère la suite exacte courte de complexes : 

Q^C(E)k* ^C(S)Â* ^C(E>C* ^0 (16) 

où A désigne (8)^ k et C* := A* /k* . Écrivons la suite exacte d'hypercohomologie associée : 



> H*(fc, C(g>k )^ H^fc, C A ) -> H^fc, C C ) ^ H*+^(fc, C fc ) ^ . . . (17) 

L'objectif de cette section est de comparer cette suite exacte avec la suite de Poitou- Tate du 
théorème 16.11 et d'obtenir au passage une description explicite (en terme de cup-produit) des 
accouplements des théorèmes 15.71 15.121 et 15.141 

Borovoi identifie certains des groupes qui apparaissent dans la suite (fT7|) (voir |Bor98j . chapitre 
4), de façon fonctorielle en C : H*(fc, C(gi'k') = W{k, C) pour tout i, ll\k, C'0Â*) ^ 0,„ W{ky,C) 
pour z > 1. On identifie également le groupe H°(fc,C' A ) = P'^(fc,C), et on remarque que le 
morphisme 'H.'^{k,C) P"^(fc,C) est un isomorphisme. Enfin, on dispose des accouplements de 
dualité globale suivants, induits par le cup-produit : 

H^fc, C C*) X U^-\k, C) Q/Z (18) 

pour tout i, induisant des isomorphismes H^(fc,C' C*) = H°(fc,C)^ et 'H.'^{k,C C*) = 
H~^(fc,C)-° (voir par exemple |Mil06| . exemple I.l.ll et corollaire 1.4.7). On utiHse également 
les isomorphismes de dualité suivants, qui s'obtiennent par dévissage à partir du cas des tores (voir 
|Mil06| . corollaire 1.4.7) : 

HO(fc,C0C*)^ 9^Hi(fc,C)^ 
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H-iCfc,^® C*)^ =H2(fc,C)^ 

Enfin, on a besoin d'identifier les fièches de dualité globale, c'est-à-dire qu'il faut comparer les 
morphismes H*(fc,C')^ — > H^~*(fc,C) induits respectivement par les théorèmes I5.7[ \5Â2\ et \5T^ 
et par les identifications précédentes dans la suite exacte l|17p . Pour cela, on va utiliser la section 
6 de |HS05| : on considère les trois suites exactes suivantes de complexes de F^-modules : 



- 


C{k) - 


- C{A) - 


^ C(C) ^ 


(19) 


- 


d(k) - 


- C(Â) - 


C(C) ^ 




- 






-.C*[1]^0 





où par définition C(C) est le complexe [Ti{A)/Ti{k) — + T2(A)/T2(fc)] (et de même pour C(C)). 
On remarque d'abord que l'on a un isomorpliisme naturel de suites exactes courtes entre la suite 
(flGl et la suite ifTO]) . On dispose d'un accouplement naturel 



C(A) d)^ C(A) ^ A [1] 

induisant l'accouplement usuel 

C(k) (g>^ C(k)^k*[l] 
On en déduit alors comme dans la section 6 de |HS05) un accouplement 

Ker (ff(fc, C(k)) U\k, C(K))) x Ker (ll^-\k, C(k)) U'^-'{k, C'(Â))) ^ H^{k,C*) = Q/Z 

(20) 

défini explicitement par le cup-produit 

îl"-\k, C{C)) X H.^-'{k, C(k)) H^{k,C*) Q/Z 



Or on peut identifier les deux groupes apparaissant dans l'accouplement ([2Ô| : 

Ker (H'(fc, C(k)) W{k, C(Â))) = m^(fc, C) et Ker (li^-'{k, C(k)) îl^~'{k, (7(Â))) = m^~\k. 

Et la preuve de la proposition 6.1 de |HS05) (adaptée au contexte des complexes de tores) assure 
que les accouplements l|20p coïncident avec les accouplement des théorèmes l5.7[[5!T2l et 15.141 Cette 
identification donne en particulier une description explicite des accouplements apparaissant dans 
ces théorèmes, en termes de cup-produits en cohomologie galoisienne. Pour finir la comparaison 
avec la suite exacte (fïTl) . il suffit de constater que le diagramme suivant est commutatif (pour 
i = 0,l,2) : 



U\k, C k*) — ^ H*(fc, C) 

(en remplaçant H*(fc, C) par son complété pour i — 0), où le morphisme 9b est le cobord provenant 
de la suite exacte (fTH)) . ôpT provient des théorèmes de dualité globale [5?7j 15 . 1 21 et 15 . 14[ (j) est induit 
par le cup-produit lfT8|) et est l'identification naturelle H*(fc,C' (g) k ) = H'(fc, C) (composée 
avec la complétion si i = 0). Et cette commutativité résulte facilement de la comparaison établie 
précédemment entre les accouplement des théorèmes 15. 7[ 15.121 et 15.141 et les accouplements l(2Ôl) . 

On peut ainsi résumer les résultats de cette section sous la forme suivante : on a un diagramme 
commutatif de suites exactes, fonctoriel en C, entre la suite exacte longue lfT7|) et la suite exacte 
de Poitou- Tate du théorème 16.11 : 



6 DEUX SUITES DE POITOU-TATE 
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H"(fc,C'® C 



Hi(fc,C)^ 



Hi(fc,C' 




Hi(yfc,C) 



H2(fc,C' 



(fc,C'cg) A*) 



■HO(fc,C'0v4 



■Hi(fc,C' 




H2(fc,C'® A ) 



■P-i(fc.C) 





-P2(fc,C) 




H^(A:,C) 



15 



■H"(fc,C'0fc* 




H"(A:,C) 



15 



■H2(fc,C' 




où les flèches obliques qui ne sont pas des isomorphismes sont des flèches de complétion proflnie. 
On peut donc dire en quelque sorte que la suite de Poitou- Tate du théorème EU] est la complétion 
proflnie de la suite d'hypercohomologie (4.3.1) de |Bor98j . Le fait de considérer la suite "complétée" 
fait apparaître des groupes plus facilement identifiables : par exemple, si C est un complexe de tores 
associé à un fc-groupe réductif (voir |IBor98j par exemple), le groupe H°(A:,C' ® C) peut sembler 
mystérieux dans ce contexte, alors que sa complétion profinie s'identifie naturellement au dual du 
groupe de Brauer algébrique de G, ce qui sera très utile dans les applications (voir [DemOQj ). 



6.2 Cas où p est surjective 



Dans cette partie, on établit une suite exacte de Poitou- Tate pour un groupe de type multipli- 
catif. 



Théorème 6.3. Soit M un k-groupe de type multiplicatif. On a alors une suite exacte fonctorielle 
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en M : 

^ H°{k, M)^ ^ P"(fc, M)^ ^ H^{k, Af)^ 



{k,M)^ {k, M) ^ (fc, M) 



H\k, M) ^ P^{k, M) ^ i/"(fc, M)^ ^ 

On dispose également de la suite exacte duale : 

^ iî"(fc, M)^ ^ P"(fc, MY ^ ^^(fc, M)^ 



H\k,M)° P\k,M)^ H\k,M) 



HHk, M) P^k, M)tor. {H'{k, M)^),^^^ 

Démonstration : On voit M comme le noyau d'un morphisme surjectif de fc-tores, M := Ker(p : 
Ti T2), et on note C := [Ti T2] le complexe de tores associé. On a bien un quasi-isomorphisme 
C = La preuve est très similaire à celle du théorème 16. ![ à la différence que l'on utilise ici 

lim^ Tz/n{C) = alors que dans la preuve du théorème 16. Il on avait utilisé lim^ «Ker p = 0. 

- Pour la première Hgne, on montre par dévissage à l'aide du triangle exact 

nTi -> „T2 ^ {C 0^ Z/n)[-l] ^ „ri[l] 
l'exactitude de la suite suivante 

limH-^(fc,C0^ Z/n) \miP-\k,C (E)^ Z/n) limtl^k,C Z/n) 

n n n 

Pour cela, on utiHse notamment le fait que lim^ III^(fc, „Ti) = Ker {Ti{k)/\ — + F°(fc, Ti)^) = 0, 
ainsi que la finitude du groupe 111° (C). 

- Pour la deuxième ligne, on déduit l'exactitude de la suite lim^^ H^^(fc, C^^Z/n) lim^^ P^^(fc, 

Z/n) lim^H^(A:,C (8>'" Z/n) du fait que lim^^ Tz/„(C) = 0, et on conclut par finitude de 
U1^{Ô). 

- Pour la troisième ligne, la suite lini^^ H°(fc, C(g)^Z/n) ^ lim^ P°(fc, C®^Z/n) -> lira H°(fc, 0*0^ 

Z/n) est exacte, et on conclut par finitude de III^(C') et par le fait que H^(fc, C) et P^(fc, C) 
sont de torsion. 

- Pour la suite duale, on utilise des arguments similaires. 

□ 
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